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PRÉFACE 


Lorsque j’ai publié, à la demande de nombreux 
étudiants, Pour comprendre le Calcul différentiel, 
certains critiques m’ont reproché quelques omissions 
qu’ils jugeaïent regrettables. Ils n’avaient pas compris 
que c'était à dessein que j'avais fait aussi simple que 
possible. On oublie trop souvent que les ouvrages 
de cette Collection visent avant tout à n’être que des 
Initiations. Pour atteindre les niveaux élevés de la 
Science, il est bon, dans cette rude ascension, de se 
réserver des paliers. Dès qu’on ἃ bien saisi l’objet 
d’une science et les définitions essentielles, on peut 
sans crainte aller de l’avani. 

Nous allons maintenant continuer le Calcul diffé- 
rentiel et aborder des sujets plus difficiles. Le jeune et 
déjà savant professeur, M. l'erdinand BEER, Licencié 
ès sciences mathéma‘iques de l’Université de Paris, 
Docteur ès sciences mathématiques de l’Université 
de Genève, auquel j'avais confié le soin d’écrire ce 
nouvel ouvrage a saisi d’emblée le mécanisme de 
ma méthode pédagogique : il ἃ donc davan'ase 


cherché à expliquer qu’à démonirer οἰ bien qu'il se 
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soit toujours efforcé de conserver à ses raisonne- 
ments loute la rigueur désirable, 11 n’a jamais voulu 
lui sacrifier la clarté, cette qualité si indispensable 
pour la compréhension. Aussi a-t-il avec soin négligé 
les cas parliculiers, les exceplions qui, en surchar- 
geant le texte, eussent alourdi l’exposé et risqué 
d’apporter la confusion dans l'esprit de l’élève. C’est 
ainsi, qu’à moins d'indications expresses, il n’a pas 
jugé nécessaire de rappeler à chaque fois que les 
fonctions considérées sont continues, comme toutes 
les dérivées utilisées. 

Pour continuer le Calcul différentiel s'applique donc 
avant tout à reprendre, en les approfondissant, les 
théories enseignées dans le premier volume, à fournir 
quelques applications, puis à donner des exercices 
soigneusement gradués. ἢ n’est donc pas ltéméraire 
d’affirmer que l’étude de cet ouvrage aura pour résultat, 
tout en montrant à quoi sert le Calcul différentiel 
dans les différentes branches de la Science, de fami- 
liariser l'élève avec des notions assez abstraites qui 
lui permettront d’aborder et de comprendre facilement 
des Traïtés qui effrayent souvent les étudiants come 
mençant les Mathématiques. 

En raison du nombre de pages mises à sa disposition, 
l’auteur n’a pu cxposer IC théorème de ROLE, celui des 
accroissements finis, pour ne citer que quelques exem- 


piles. 


-- ὦ 


Fe 


sol -- 
Ὡς αιδί, τς τ Ὡὡξδδννωι,.  κ τὐπαν πόνο 
- τ | 1 
; 
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Par contre, on lrouvera «dans les dernières Leçons 
des applivations intéressantes des développements 
en série, la règle de £L’HoptiraL, les propriétés infini- 
tésimales des fonctions et des courbes, et aussi les 
questions de courbure qui n’avaiïent été iraitées 
dans la Géométrie analytique que d’une manière 
intuitive. 

Enfin, l’étude des enveloppes et des développées 
montrera encore à l'élève quels services le Calcul 
différentiel peut rendre à la Géométrie. 

Parce que cet ouvrage, unique en son genre et 
écrit dans l'esprit pédagogique de cette Collection, 
répond à un besoin évident, je suis à l’avance assuré 
de son succès ct je remercie l’auteur de sa précieuse 
collaboration, 

Abbé Th. MorEux 


POUR CONTINUER 
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PREMIÈRE LEÇON 


DÉRIVATION DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES 


1. Rappel de notions élémentaires. 


Nous allons calculer dans celle Leçon les dérivées 
d’expressions algébriques. Nous commencerons par 
des exemples simples, pour {ermincer par «les exercices 
plus difficiles. Revoyons rapidement auparavant 
les principaux résultats obtenus dans Pour comprendre 
le Calcul différentiel. 

La dérivée par rapport à la variable x d’une quantité 
constante est égalc à zéro (n° 68). 

La dérivée de la variable ἃ elle-même est égale 
à l’unité (n° 64). 

La dérivée dc x? est 2x, celle de x? est 3a?. D’une 
façon générale, la dérivée de x”! est égale à m.x"—t 
(n° 55 et 56). 

La dérivée de 3x est 3, celle de 5x° est égale à 5 fois 
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la dérivée de «3, c’esit-:-dire à 10x. La dérivée de 
8x7! est 8ma”—1 (ne 58). 


te . APS, 
La dérivée de la racine carrée \/x est 


1 
= (n° 75). 
x 


Nous avons d’auire pari appris à calculer la dérivée 
d’une somme. Cette dérivée esl égale à la somme des 
dérivées des différents termes. La dérivée de 2° + 3x 
+ 4 s'écrit done 25 + 3, la dérivée de 2? étant égale 
à 2x, celle de 3x à 3 el celle de la constante 4 étant 
nulle (n° 70). 

Pour dériver le produit y τὸ u.v de deux fonctions 
u et v, on remplace successivement dans le produit 
chaque facteur par sa dérivée el on fait la somme 
des deux nouveaux produits ainsi obtenus (n° 161). 
On écrit ainsi : 
͵ 


y" = uv + uv’. 


De cette formule, on peut facilement déduire celle 
u 
de Ia dérivation du quolient y το Ἔς de deux fonctiqns 
(n° 162). On écrit alors : 


u'D — uv! 


! - . 
13 


Une des dernières questions traitées ἃ été celle des 


dérivées de fonctions de fonciions. C’est elle qui va 
nous fournir le sujet de notre premier exercice. 


2. Dérivée de y — (2x +- 5)". 


La fonction y esl égale au cube de l’expression 


TE 
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2x + 5, que nous remplacerons par la fonction 
auxiliaire u. Nous pouvons donc écrire : 

y - εὖ, 
et, selon la formule établie au n° 170 de Pour com- 
prendre le Calcul différentiel : 
y = 3u'.u’. 
Hi suffit maintenant de remplacer x et πα΄ par leurs 


expressions en + pour obtenir le résultat cherché : 


U = 2x + 5, 
d’où: y'=3(2x + 5}.2 = 6G(2x + 5}, 


εἰ = 2, 


Mais l'introduction de la fonction auxiliaire u 
allongerait inutilement les calculs dans le cas de la 
dérivation d’expressions plus compliquées que celle 
que nous étudions en ce moment. Au lieu d'écrire ς 


y = 3u.u/, 
nous écrirons directement : 


y = 3 (2x + 5)». (Σχ + 5}, 


la dernière parenthèse, accompagnée ue l'indice ἢ 


(prime), représentant la dérivée de 2 x + 5, égale à 2. 
On obtient encore : 


y = 6 (2x + 5}. 
Nous voyons ainsi que pour dériver ἴᾳ fonction 


y —= (2x Ὁ 5}, nous pouvons procéder coimime pour 
dériver la fonction y == æ, à cette différence près, 
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qu'il faui multiplier le résultat obtenu 3 (24 - 5), 
décalqué sur 3 x?. par la dérivée de l’expression con- 
tenue dans la parenthèse. C’est en utilisant cette 
méthode plus rapide que nous traiterons les exemples 
suivants. 


8. Dérivée de y — (32? + 5x + 2}: 


La fonction y est égale ici à la puissance qua- 
trième d’une certaine expression en x. La dérivée 
de Ja fonction analogue y = αὐ étant y’ — 4 2°, nous 
écrirons : 

y AB + 5x +2). (82 + Ga - 2)"; 
mais : (Ga + 5x + 2) = 6x + 5, 


et'ainsi:y" — 4 (3 αϑ + 5x + 2}. (6x + 5), 


4. Dérivée de y -- να — 3x +4. 


La dérivée de la fonction y = V x esl y’ = - y Fe 
να 


la dérivée cherchée est donc : 


1 
y πε —— î———_—_———— (x? — 3T + 4}, 
2 Va — 3x +4 
Mais : («3 — 3x + 4) = 21 — 8, 
el nous obtenons : 


mu’ 2x — 3 


MN Ets AA 


h 
mnt US τῷ... ..». » — tue 
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5. Dérivée de y = (32? + 2x — 5) (x? — 6x + 15). 
La fonction y est égale à un produit. Nous posc- 
rons donc : 


U = 3x 2x —5, v = x? — 6x + 15; 


nous vbtenons : 


u’ = 6x + 2, y — 2x —6 


+ μ = uv | uv’ 


== (6x +2) (x — 6% - 15) ++ (8 2? + 2x —5) (2x —6). 


2 
ee? 


Après développement des produits et réduction 


des Lermes semblables, on peul écrire : 


y = 122 — 48? + 56% + 60. 


6. Dérivée de y —= x V1 PR 
Ji s’agit encore de dérive: un produit ; posons 
δ ἘΞΞ Χ, D == V 1—7x, 


Nous obtenons immédiatement αὐ = 1; ayant 
d’aulre pari, pour calculer ν΄, à dériver une tra:ine 
carrée, et la «dérivée de l'expression figurant sous 
le ratlical étant égale à — 2 x, nous écrirons : 


D'un --- ὦ (-- 24) = — 2 


Remplaçoas 4, v, u’, v’ dans la [ormuls ς 


y = uv + uv 


7 


6 POUR CONTINUER LE CALCUL DIFFÉRENTIEL | DÉRIVATION DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES 7 
par les expressions écrites : dont les dérivées sont : 
——— il ΠΗ ᾿ , ’ Fr γι αν τὶ : 2 | 
ANT εα.-- ul u = 954", ν τοῦ (8. -- 1)..8 
| V1 — x = 9(3x— 1}. 
x? 
: FAIT SET at - , : ΄ 
si V1 SAM V AQU Nous obtenons alors, en utilisant la formule précé- 
dente : 
i | inal n obtient : 
en réduisant au même dénominaleur, ὁ tient ὁ δ 5at. (3x -- 1) — θα", (8 -- 1}. 
| PT NE Audi QU: ; 
; 1 — x! x 1 — 22 (3x — 1) 
Ἐπ τ πὴ ven τῆν , Ru ; 
V L — 2 V1 TT νι & en divisani numérateur et dénominateur par (3 x — 1}, 
| puis en mettant xt en facteur, on peut écrire : 
x 
7. Dérivée de y — -------. 
ET Le at [5 (5x — 1) — 94] PR Es), 
« ( | 2e a 4 si : y —— sa “ 
La fonction y est sous la forme d’un quotient. | (35 — 1) (95 — 1) 
| Nous poserons : i | 
ἡ 9. Dérivée de NE Ὲ ΟΕ 
τι ΣΝ τ τ . Dérivée 1) ἘΞῚῸὶ --τ- -- -εο:ες---- 
LG Er UD ROLE 2 a CEE | PA NCECE. dE 
] d’où : 1" mt, "" = —2% | CE. 
| Dans cet excrcice les coefficients sont des cons- 
1# En appliquant la formule : tantes a, ὃ, c, d et les exposants des nembres m et p. 
F ' | ς ; Ξ : ed 
τὰ μ u'v LU Aussi pouïrons-nous élablir une formule générale 
“oi sn ÈS 4 - | ὅτι οἱ : 
; Li susccptible d’être uiilisée par la suite. Nous avons 
4 on obtient alors : donc à appliquer la règle de dérivation d’un quotient 
δι ASE im (27) ΑΕ ia | avec : 
le ! πα ΧΣΣ ei Υ DS PV. 1 Nan 
(se 29! ( — +) u — (ax -| δ), 0 = (ct - ὦ. 
4 a Ces deux fonctions sont du lype x"; la dérivée 
% 8. Dérivée de y = — -- --- | : ; , h 
) (31 —:1) de ax + ὁ étant égale à a et celle de cx + d à €, nous 
| 
(4 . ἢ Snrira 
1 ici encore, il s’agit du quotient de deux fonctions : POUMONS, CCTITC 
1 Δ = οὗ, ὁ ΞΞι (9. 2:54. 10" , nt (ἀν -Ἰ- ὑ)}"Α--Ί γα, υ -ωηαρ (ὦ + dW—l.c, 
à BEXR. — Pour continuer ie Caleu: difiér. 2 
ë, 
n, 
4 
Ἐν 
vi 
"27 
ne. ὩΣ "ἢ 
Fa à : . | ξ ΡΥ ca" Le, “μὲ: πως. πὸ —— 
᾿" + Ν 2 RTE in WA : 6 ENEE τι DEN MVP D A Ten - ] LAN - 


FR 
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La dérivée de notre fonction cst alors donnéc par : 
3 u'Ù — uv’ 
ἔχον ΣΕ." D. 
ma(ax + D, .(ex+ d)P — pc(axz+ b}".(ex + DE 
(ὦ + d)*# 
Nous pouvons mettre en facteur au numéralcur 
l'expression : 
(ax + bjn—1,.(cx + dÿ—1, 
qui, divisée par le dénominateur. devient : 
(ax + bjm—1 
(ex + dpi ? 
lexposant de'cæ - d étant obtenu en faisant la 
différence : 
2p—(p—1)=p+1 
La dérivée y' s’écrira donc : 


(ax + byn—1 
= (cœ + Fi Σ [πιὰ (ex —- d) = DC (ax +. b)], 


7 


οἵ, en ordonnant par rappori à x dans l'expression 
entre crochets : 


(ax - byn—1 
PEN TN . [(m — p) acx + mad — pbel,. 


͵ 


En utilisant cetic formule, nous pouvons retrouver 
le résultat obtenu dans l'exercice précédent, où nous 
avions : 


a=1, b=0, .- 3, dæ=—1, m=5, pæ=3: 


7 


| 
| 
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{a formule donne en effet : 


-4 


δ 
να τὸν τὸ ts Ν 
y ------ (ὃ Σ Pa, 1) 0 (6x 5}. 
x να +2 
10. Dérivée de y — DE Ε TE - 


Nous posons : 
U = ZX γα εἰ 2; 


la dérivée de u est celle d’un produit : 


μ΄ = (x). Vx + 2 + x. (να ++ 2) 


D = (x —1}; 


l 


x 
= να +2 + — 
γα +2 
el, en réduisant au même dénominatcur 9 
; 2(t +2) +zx 3x + 4 
ιι = —— — + 
2 Vr +2 2 νὰ +2 


D'autre part: υ' = 2(x — 1). 


Nous obtenons donc : 


- 4 591 2 TES 
TE 1 ES SÉRLORO 1) Ve ΡΥ 
2 γὼ 2 ΤΣ 
en réduisant au même dénominateur et en metlant 
(x — 1)en FU il vient : 
7 ͵ ΗΕ 
ει --τ αὐ’ = ——— .[(3x - 4) (x —1) —4x (x -" 2)] 
2Vz +2 


CR Pace ΜΡ το CE 4) 2 
2e + 2 
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En divisant celle expression par v? = (x — 1}, 
on obtient finalement : 
DRE at + 7x +4 
2 (ct — 1} :Vx + 2 


11. Dérivée d'une racine. 

Les formules donnani [65 dérivées de racines d’ordre 
élcvé (1) telles que γα sont malaisées à retenir. 
Il est donc utile de connaître un procédé simple pour 
les retrouver. 

Une racine est une puissance dont l’exposant est 
fractionnaire. On peut en effel écrire : 


WE d. 
V TæTL5; 
dès lors, il suffit d'appliquer la formule de dérivation 


Ë 1 
d’une puissance en posant : in — τ᾽. On obtient 4118]: 


y" = mani ς- 1 LT PURE He 
τῷ Ε — - Ἄ 
9 9 


ou encore. pour écrire la racine sous la forme classique : 


| 1 1 1 


l es, πο’ 4 M ——— Tr ἘΞΞ: PR TA - 
δα δία ὅνε 


Calculons de cette manière la dérivée de 9 


y = Va +1 


(1) Voir Pour comprendre le Calcul difjérentiel, n 178, 
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On écrit : = RAA, 


il 


1 4 
d'où: ὑ΄-- ὦ ΕἼ το ὦ +1) 


ἀπ ες --- τ.2ᾳ 


ϑ + 1)5 
2x 


| — = 


3 Ve + 1 


12. Dérivée de y — ὕᾳ ΕΒ 1). 


L'application du procédé que nous venons d’étudier 
est très avantageuse dans le calcul de cette iérivée. 
Nous pourrons en effet remplacer cette cxpression 
assez compliquée par une puissance (d’exposant 
fractionnaire en écrivant : 


{ 2 
y = [(œ +1)]5 τις Ἐ 17. 
La dérivée de x + 1 étant égale à 1, nous pbtenons : 


Le 


À ΣῈ ᾿ ὅπ}: 
͵ Ca : 2,6 K 
pH DST + DE, 


et finalement : 


y' is) HSE Le 
3 Væ +1 


Recommençons notre calcul en appliquant ἴδ 


formule de dériva ion d’une racine, Nous poserons : 


u = (x + 1}, 
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7 Ti 
4 Eee à f PE Re D τὰν 
d’où : y — Vu, U ==) 


en calculant : u" = 2(x +1), 


on obtient : 
3 7 (x + 1} 


On peut diviser haut et has par x + 1 et écrire 


finalement : 
D) 


1 4 


πο να μας 


Cette dernière méthode nécessite la connaîfssance 


y 


αι. formule de dérivation supplémentaire et conduit 
à des calculs plus compliqués que la précédente. 
Les risques d’erreur s’en trouvent par conséquent 


augmentés. 


13. Dérivée de g == x (x — 4). W(x — 2}. 
Nous considérerons celte fonction camme le pro- 
duïi des deux fonctions : 
u=r(—4), v= ÿ(&—2} = (x —2)5, 
dont les dérivées s’écrivent : 
u=r-d+rxr=2rz—4 -ῷ (x 2) 


ἼΣΕ. 2 
εἴν νυ" -- ---( -- 22 ἢ -- pe 


Ὁ (ἃ —2)5 


4 
19 
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On obtient donc : 
2. 2x(x —4) 
y = εἰν uv ΞΕ (ὦ -Ξ ὃ) (x —2)5 + ————— 
3(T—2): 
En réduisant au même dénominateur, on fail appa- 
raîlre dans le premier terme une puissance de æ — 2 


2 1 mere 
d'ordre égal à 1 + ἜΣ Ἑ TP. 2. On écrit ainsi : 


à 6 (x — 2} + 2x (x — 4) 8 x —A4x +3 
EE PRES OR UNS: NACRE TI à ΕΎ Φ 7 is OA 
3 (α —2)3 Vz —2 


x (x + 1} 


14. Dérivée de y — 218 — 3 


Pour calculer la dérivée de ce quotient, nous pose- 


rons : 
rem 3 
u—rv.y(t +1) =2.(z +1)T, Ψ — 22 —3, 
La dérivée de la première de ces deux fonctions 


s'écrit, suivant la formule utilisée pour les produits : 


; Ke 3 Et 
u'=1,.(t +1)z +zr. τ +03 


3 3x 
-- (ἢ - 1)...  --------τ’ 


et, en réduisant au même dlénominateur : 


AA (EN) ESS 7x +14 
PR ep el Ὡς 
4 (x + 1)% 4 (x +1) 
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Connaissant d'autre part Ja dérivée v’ = 4 x, nous 


pouvons fermer l’expression : 


(71: + 4) (2x2 — 3 ÿ 
rm Ὁ 9 8 PE TA 1)%, 
A@&+07 


qui s’écril, après réduction au même dénominateur : 
(7x + 4) (22° — 9) — 162? (x + 1) 
4 x + 1 


Après développement et réduction du numérateur, 


εν —- uv! == 


nous diviserons celle expression par νυ — (2 x? — 3} 
el obliendrons : 
2x + 822 + 21x — 12 

4 (2x2 — ἃ, Ve +1 


{ 


BE πὸ --- 


ἈΝ 
15. Dérivée de y = x V + Ξ 
[δ NE 12 


Nous avons maintenant à calculer la dérivée d’un 


produit. Posons : 
ad + zx 

ET ΒΞ ΑΞ πρὸ 
ax 


1 atz 7: 
d'où : εἰ Ἐ Το Dsetrie LE + 
2 a +- x 


d— x 


Mais nous pouvons écrire : 


(Role _ (a+ x) .(a- 2) — (a + 2). (a — x) 
Lea ] δὶ (a = Sr) {ἘΣ ΠΝ 
ar (ess 1} 24 
Fe. (ὦ πὴ. τα κα 
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Formons maintenant l'expression de ν᾽ ; en intlro- 
duisant un des facteurs du carré (a — x)? sous la racine, 
nous oblenons : 

a a 
(a—x)V(a+z)(a—+) (a —x) Va - -αὐ 
La dérivée de notre produit s’écrit alors : 

€ V CR AL ax 


η =u'0 Lun = ----.ς--- .-- 
γα. ὦ (a--x) Va - - x 


- 


uw — 


pour réduire les deux termes au même dénominateur, 
nous multiplicrons numérateur el dénominateur du 


premier par (a — x) Va + x et obtiendrons ainsi : 


, (α---ἰὴ (α + x) + ax a + aux — x 
QU I —— 5 #1, 
(a — x) Va? — xt (a — x) Va — 73 
16. Dérivée de y — x QE re 
ax 


Celte expression est le prodnit des fonctions : 


A ΩΣ 
sin he SE Se VU TETE 


don! les dérivées sont : 


On peut écrire : 


| æ _} 1.(a—x) —zx.(—1) a 
Lars] Te Ta" 
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(Lou: 
a 


Ve A 
μ᾽ -Ξ- u'v ΒΗ 110’ — “Π ΞΞΞΞΞΙ + ----------:Ξ-οΟοξξξξἼ. 


Va—z 2 (a — x) Va—x 


En réduisant au même dénominateur on obtient : 


a 2 2(α-- --- 4) Vz +avVz 


RE rm 


que l’on écrit finalement en mettant V æ en facteur 


v' — 


et : 


3 


au numéraiour : 

CNE ST ἘΝ: 

----- . ΓῚ 
2 (α -- «ἢ \ α--κ 


y 


Va+1. + Ve+1 
à 
x + Va +1 x—Va ti 


Nous avons à calculer Ja Gérivéc de la somme de 


17. Dérivée de y = 


ceux quoticnis, que nous césignerons par ÿ1 οἱ Yo. 
Cette Cérivéc est égale à la somme des dérivécs ÿ', 


et ῃ΄.. Nous écrirons : 


D 
HN'— = un, 


en posant : 


u τε x — Va + 1, = 2 + Var + 1. 
Nous obtenons ainsi : 
| 3 u be uv v'u— pu! u®— pt 
Yi Ua=—- = = (ur): up * 


Mais : 13... po = — 4ἀκχ Va +1 
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---- « 


ete uv (x +1) Ξε χ" -- x --ὁ 1 τῷ -- -1. 


D'autre part, la dérivée de «& étant égale à 1 et cell 


de γα" τὰ: 
LMP CE PAPER κἀξ 8 
2 Vr +1 Va +1 
nous pouvons écrire : 
HT MARS œ— Var +1 
Ἢ Vz +1 γα 
DL d'a æ + Var +1 
7 Va +1 Va +1 
d’où | 
—2 Ce — Va +1) ( + Ve +1) 
U'U —uv' = 
Var ox: 


ἢ 
PVC ΝΙΝ 


La dérivéc de notre fonction s’écrit donc : 


D NT. 2 — Az \/e +1 
υ τυ += 7 — 
νι +1 


L 


y = — 8x. 


c’est-à-dire : 

Ce résultat se vérifie facilement lorsqu'on remarque 
que la fonction y peut, après réduction de ses deux 
termes au même dénominateur, se mettre sous la 


forme : 


y = —2(22 +1); 


onen «déduit alors inmmédia:ement la dérivée y = — 8x. 


DEUXIÈME LEÇON 


DÉRIVATION DES FONCTIONS 
TRANSCENDANTES. 


18. Fonctions transcendantes. 


On appelle jonclion transcendante toute fonction 


qui, contrairement à celles que nous avons rencon- 


trées dans notre Première Leçon, ne peut pas se cal- 


culer au moyen des opérations algébriques, addition, 


soustraction, multiplication, division, élévation à 
une puissance, exiraclion d’une racine. 

Les fonctions transcendantes les plus imporiantes 
sont les fonctions exponentielles, les fonctions logarith- 
miques. les fonciions irigonométriques et les fonclions 
trigonoméitriques inverses. Ces deux dernières classes 
de fonctions ont été étudiées dans Pour comprendre 
la Trigonométrie (XIII Leçon). Nous invitons nos 


lecteurs à s’y reporter. 


19. Fonctions exponentielles. 


Davs Pour comprendre le Calcul intégral (n° 48), 


nous avons déjà rencontré une fonction exponentielle, 
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la fonction y = 10%. Cette fonclion est continue et 
croil de 0 à + οὐ lorsque x croît de — æ à - © ; on 
l’étudie facilement lorsqu'on s’est familiarisé avec 
{es puissances à exposants fractionnaires qui, nous 
l'avons dit dans la précédente Leçon, ne sont autres 
que des racines. 

On peut de même étudier d’autres fonctions cxpo- 
neniielles y = αὖ, où ἃ est un nombre positif œuel- 
conque. Ces fonctions sont toutes coniinües ; on [69 
groupe en trois classes différentes correspondant 
resp2ciivement aux cas où a est supérieur, inférieur 
ou égal ἃ 1. 

Lorsque ἃ est supérieur à 1 (il en est ainsi, en parti- 
culier, pour la fonction y = 102), y croît de 0 à + « 
lorsque æ croît de — > à “+ co. On peut en elïet 
vérifier en donnant à x des valeurs entières positives 
de plus en plus graniles, que la fonction y, égale au 
proluit d’un nombre croissant de facteurs supérieurs 
à 1, augmente indéfiniment. Au contraire, lorsqu'on 
donne à x des valeurs entières négalives lendant 
vers — ©, on peut écrire : 

Ϊ { 1 \ + 
ΜῈ ἜΧΩ, 
et — x prenant des valeurs entières posilives tendant 
vers + >, y 051. égale au produit d’un nombre Loujours 


plus grand de facteurs inféricurs à 1 et fournit une 
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suite de nombres positifs tendant vers zéro. Nous 
avons construit à la figure 1 la courbe correspondant 
à a = 2. 

J.crsque a est inférieur à 1, la fonction décroît 


de + ὦ à 0 lorsque x croît de — ὦ à - οὐ. Onle 


he LEE LL LLLILIT IT II Tee 


2000 0e0secse 


+ 
D 
* 
1 
ὃς 
ι 


ΠΝ] 
: 
: 
ΐ 
‘ 
\f-smcccccsemsecocnesseses 


r-0uteaqeesses 


Fig. 2. — a = 0,5. 


Fonctions exponrnliciles. 


vérifie facilement en donnant encore à la variable x 
«des valeurs entières, croissantes ou décroissantes. 
La figure 2 représente Ja courbe correspondant à 
a = 0,5 οἱ que l’on pourrait obtenir À partir de la 
première par symétrie autour de l’axe ΟὟ. 

Enfin, lorsque a est égal à 1, la fonction se réduit 
à une constante οἱ la courbe à une parallèle à l’axe 
OX ; on 8 en effect y τὸ 1 pour toute valeur de x. 

Il'est à remarquer que toutes les courbes obtenues 


el ΟΠ Cifférentes valeurs à la constante ἃ cou- 
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pent Paxe OY au point d'ordonnée y τὸ 1. C’est 
que pour + = Ὁ on a, quelle que soil la valeur de a, 
y = a = 1 (fig. 3). 

Essayons maintenant de calculer la dérivée de la 
fonclion y — αὖ, Opérons à cet effet selon la méthode 


classique, qui consiste à chercher la valeur de la limite 
dE oo ee 
u quotient -,---- 
4 Δα 


On a: y + Ay = ar tAr = ar , aù® 


et : y =s αἱ, 


d’où : Ay=a",ai®—u = αὐ (ait —1) 
AR + Ay ΣῊΝ ἀν Ξε 
et ainsi: ne ne 
᾿ Ax At 


Le second facleur est indépendant de x ; sa limile 
est égale à une constante k, dépendant seulement 
de la valeur de a. Nous écrirons donc : 

== ἴα. α“. 

Lorsque αὶ == 0, la dérivée cest égale ἃ k; cette 
constante représente donc le cocfficient angulaire 
de la tangente au point commun ἃ = 0, y = 1, à 


toutes les courbes. 


20. Fonction y = e*. Le nombre c et les logarithmes 
népériens. 
L'expression de la dérivée d’une fonction exponen- 
ticlle met eu évidence la valeur 1 de la constante kK. 


La fonction y = a* correspondant à celte constante 
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jouit en «filet de la propriété suivanie : elle s’admet 
elle-méme comme dérivée ; on a:y° = αὖ = y. D'autre 
part, le coefficient angulaire & de la tangente au point 
d’interscction avec ΟὟ étant égal à 1, l’angle de la 
tangente avec OX vaut 450. La courbe correspon- 


a-05 a=0,25 Y a az 

a δ a=1,3 
ar de nd 

Cet 

op ὅν εἰν 

té EE 

ὃ : 

Fig 8. Fig. 4. 


Exporentiellés diverses. Fonction # -- δ, 
dante, coupe donc l'axe ΟὟ sous un angle égal, lui 
aussi, à 459 (fig. 4). 

On désigne par la lettre e la valeur de a correspon- 
dant à k — 1 et la fonction jouissant de la propriété 
indiquée s'écrit donc : y = e*. Nous verrons dans la 
Ve Leçon (n° 69) comment, en s'appuyant sur cette 
propriété, on peul calculer le nombre représenté par e. 


Ce nombre, qui cst irrationnel, comporte un nombre 
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infini de décimalcs el s’écril, si l’on n’en conserve 
que les cinq premières : 


δ. =, 2,71928.. 


Retenons donc ce fail important : La dérivée de 
la fonction y = er est γ' — ex. 

C’est le nombre € que le mathémaiicien NÉPER 
choisit comme base de son système de logarithimes, 
appelés logarithmes népériens ou naturels el que l’on 
désigne par le symbole La. La fonction y — Lzæ est 


donc la jonction inverse de la fonction exponentielle : 

ANSE (1) 

La base du sysième des logarithmes vulgaires, 

utilisés ordinairement dans les Tables ct que l’on note 

log 1, esl au contraire égale à 10 ; l’inversc de la fonc- 
Lion y = log x est : 

zx — 10. (2) 


La formule permciiant de passer d’un système de 
logarithmes à l’autre s’élablil facilement. En prenant 
les logarilhmes vulgaires des deux membres de 
Pégalité (4), on peut écrire : 


log σ᾽ = log & = y.loge; 
et en remplaçant y par son expression en x! 
log χοὰς "Le loge (3) 


La valeur de la constante log e est 0,43429. 


BELx. l’our continuer le Calcul différ. 3 


wi 


- 


nd 
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21 Dérivées des fonctions exponentielles. 


Revenons à la fonction exponentielle générale 

y = a; nous calculerons facilement sa dérivée 

lorsque nous aurons démontré l’identité suivante : 

az — e!La,, (4) 

Prenons les logarithmes népériens des deux mem- 
bres ; il vient : 

Ι, αὖ = Lerka 
el, en appliquant la règle relalive aux logarithmes des 


puissances : 
T-.Lat—= KrEa) Les 


cette relation est identiquement vérifiée, le logarithme 
de Ja base e étant égal à l’unité. 

Ayant ainsi démontré la formule (4). nous pouvons 
écrire la fonction exponentielle de Ia façon suivante : 


y — et La, 


11 suffit dès lors, pour calculer la dérivée de y, d’ap- 
pliquer la règle de dérivalion des fonctions de fonc- 
tions comme nous l’avons expliqué au n° 2. La dérivée 
de la fonction analogue y τῷὸ 8* étant ef, la dérivée 
cherchée sera obtenue en forinaut le produit Le οὐ μα 
et de la dérivée de æLa, égale au coefficient constant 


La. Nous écrirons donc : 
y τεῦ Τὰ το αὐ Τια 


et pourrons énoncer la règle suivaire : 


La dérivée de la fonction exponentielle y — ar est 


ΝΥ 
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égale au produit de cette fonction et du logarithme 
népérien de la constante ἃ. 

Le coefficient κα introduil au début de cette étude 
est donc égal à La et nous voyons ainsi qu’à chaque 
fonciion exponentielle correspond une iangente dif- 
férente au point commur x = 0, y — 1. Nous vérifions 


en outre que lorsque a = 6, on obtient : 


22. Fonctions logarithmiques. 
Etudions maintenant les fonctions 
di Ιοϑα “, 


représentant le logarithme, pris dans un système de 
basc a, de la variable x. Ces fonctions sont les inverses 
des fonctions exponertielles ; les courbes qui les 
représentent penvent donc être oblenues à partir des 
courbes représentant les fonctions exponentielles en 
inicrverlissani simplement les axes OX et ΟὟ. Nous 
aurons donc encore à considérer trois cas différents, la 
base a pouvant être supérieure, inférienre ou égale à 1. 

Les figures 5 ct 6, qui ont été construites en prenant 
a respeclivement égal à 2 el à 0,5, nous montrent 
l’allure générale des courbes correspondant aux deux 
premiers cas. La fonction n’est définie que pour x =: 0, 
puisque le logarithme d’un nombre négatif n'existe 


pas. Elle croît de — ὦ à - οὐ, lorsque x croîl de 
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Où + ©, dans le premier cas et décroft de + οὐ à — 
dans le second. Quant au logarithme de base 1, il est 
indéterminé lorsque æ == 1 et n’exisie pour aucune 
autre valeur de la variable. IL est donc représenté 
par une parallèle à ΟΥ̓ d’abscisse x - 1. 

Le calcul des dérivées des fonctions logarithmiques 


> 


LL. 


vreseeetos—.— 


D 2 BERNIE συ τ ον ES BAR 


Fig 5 — ἃ - 3. Fig. 6 — a = 0.5. 
l'onctions logaritnm;qu:: 


va nous ôtre grandement facilité par la remarque sui- 
vante. On peut toujours écrire la dérivée d’une fonc- 


tion y de x sous la forme : 


Ay 1 
Y'x = lim Pie lim Ai? 


Δα tendant vers 0. Mais lorsque δὰ lend vers 0, Ay 
NT 
tend également vers 0 (1) et la limite du quotient ἈΠ 


44) Nous écartons le cas particulier où #'#est infinie. 
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n’est autre que la dérivée cle la [fonction x deg, inverse 
de Ia première. On obtient ainsi la formule suivante, 
valable pour deux fonctions y de x et x de y inverses 
l'une (6 l’autre : 

91 — —;., (5) 
qui peut encore s’écrire : 

Va el. 

La dérivée de la fonclion z = αὖ, inverse de y = 
logs + est égale, ainsi que nous l’avons vu au numéro 
précédent, à : 

d'y = W.Lu = x.La; 
la dérivée de la fonction logarithmique s'écrit donc, 
en vertu de la formule (5) : 
‘ 1 1 
CPS Mr La. 

La dérivée de la fonction logarithmique y τὸ loga x 
est égale à l'inverse du produit de la variable x par le 
logarithmique népérien de la base ἃ. 

Nous pourrons, en particulier, écrire dans le cas 
du logarithme népérien y = Lzæx: 


/ 
ἘΠ ---- 
y ἌΡ 


la base étant égale à e et Le égal à 1. Nous énoncerons 
donc : 

La dé Îvée [9 ja fonction y = Lx est égale à l'in''ar»e 
de la variable x. 
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Remarque. — La formule (3) établie au n° 20 
permet de passer non seulement des logarithmes 
népéricns aux logarithmes vulgaires, mais aussi des 
logarilhmes népériens à un système ἂς legarithnes 
de base quelconque a. Supposons alcrs que x soit 
égal à a ; nous écrirons : 

loga a = La.log,e. 

Le premier membre étant égal à 1, nous voyons 
que La, logarithme de a dans le système de base ὁ, 
est égal à l’inverse de log, e, logarithme de ὁ dans le 
système de base a. La dérivée de la fonction y = logo x 
peut donc s’écrire : | 


PAGE 1084 ë 


ses 
--Ἱ ΓῚ 


x 


28. Fonctions trigonométriques et fonctions Inverses. 


Dans Pour comprendre la Trigonométrie (n° 220 à 
223), on vous ἃ montré comment on calcule les déri- 


vècs des jonclions trigonométriques. On obtient : 


{ 


y æ= Sin %, U == (OS ZX: 
TE ΟΣ y = — sint; 
4 ] " 
y — (gx, Pertes. 0 
; 1 
y = (οἱ x, ἢ ὩΞΞ TT ἢ 


Nous en déduirons facilement les dérivées des 
fonctions trigonométriques inverses en utilisant la 


méthode exposée au numéro précédent. 
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La fonction y = arc sin x, qui représente l'arc don! 
le sinus est égal à x, est l'inverse de la fonclion suaus. 


Nous cerirons donc : 


x = Sin y, 
el" 
1 Res 
τ NE ΗΝ 


maïs : cos y — V1 —sin = + V1 —2, 


el ainsi : 


Le signe reste encore à déterminer ; nous savons 
qu’il existe deux groupes d’arcs ἢ dont le sinus est 
égal à x, d’une part ceux dont l’extrémité est siluée 
dans le 1e ou le 49 quadrant, d’autre part, ceux «tont 
l'extrémité est dans le 2° ou le 39 quadrant. Lorsque 
la variable +, c’est-à-dire le sinus, croît, les arcs de la 
première calégorie croissent et ceux de la seconde 
décroissent, Lorsque l’angle est choisi dans la pre- 
mière catégorie, la dérivée est donc positive et l’on 
prend le signe + devant la racine ; lorsque l’angie 
est choisi dans la seconde catégorie, la dérivée est 
négalive el l’on prend le signe —. On retrouvera 
facilement le signe qu’il faut choisir en remarquant 
que ce signe est précisément celui du cosinus de 


C2 


l'angle envisagé, 


» D dpi ᾽ν LE er z -ἃὰ πὰ, ᾿ Ἷ 
A ” 5 " 


, Er RAT, αν“. 4" 


Dir. 


k τὰ πε οὖν 2 047 
ΓῊ Ὁ ἣν "ἢ ἄν», ya ᾿ς 


, , "ἢ # 
us | ’ 
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Calculons maintenant la dérivée de y = arc cos x. 


Nous avons : ἃ = cos y el pouvons écrire : 


DE TT Te 
L α΄ s111 y + \/1 Ξ 5: 2 cos? Ι ι 4 
1 
d’où : ER 


V1 — x 

Nous obtenons la même expression que pour la 
dérivée précédente, mais le signe à choisir esl celle 
fois-ci celui de — sin y. | 


Pour y = arc Lg x, nous écrirons encore ὃ 
Ya= -ττ 


la dérivée de Ia fonction ἃ = ἐσ y étant égale à : 


f 


ὩΣ ΤῈ c’est-à-dire à: ὧν = 1 + ρὸν, 


nous oblenons : 
ver A | 1 
die y 142. 
En procédant d’une façon analogue, on trouve 
que la dérivée de y = arc colg x est : 
Ro CE 
1 + x! 


Nous connaissons niaintenant les dérivées des 


y 


y 


principales fonctions algébriques et transcendantes, 
Vous les trouverez loules groupées à la fin de cet 


ouvrage, dans un fableau que vous pourrez consuller 


en effectuant les exercices qui suivent. 


A) PE nee το ναι 2 04 
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24. Dérivée de y = ἴ, 3x. 
Nous procéderons comme pour calculer la dérivée 
1 
de Lx, égale à Ξ- mais nous aurons soin de mulliplier 


lc résullat obtenu par la dérivée de 3x, c’est-à-dire 


par 6x. Nous écrirons donc : Ἂ 
Ὗ 
| 1 2 
4 Ὁ θα =— ᾿ 
Ἐπ τ 10 D ie ἫΝ 
9 ΟΝ x ᾿ 
Nous aurions pu aussi effectuer la transformation ἢ 


préalable : 

y ἂν 32 = L3 + La = L3 + 2Lx: 
la dérivée de la constante L3 étant nulle, nous 
obtenons alors : 


1 2 
a url θσχων | 
ÿ 2. œ x 


25. Dérivée de y — 


10ga x 
x 


Nous avous à dériver un quotient ; posons ! 


WU -= 1084 x, D x, 
d’où : u' == URSS υ' -«Ἵ1, 


T 


en écrivant la dérivée du logarithme sous la seconde 
forme établie au n° 22. 
Nous obtenons donc : 


ι΄ υ loge, ιν" = 108, x, 


1 .».--- 1 ν᾽ Loge — 1081 αἱ 


1 TT 
υ" xt 


ἐγ ον El 
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que nous pouvons encore écrire : 


1 e 
y! = - PT . Ἰόβα gr 
26. Dérivée de y — {1 + sin x) tg +. 


Ayant à calculer la dérivée d’un produft, nous 


posons : 
ἱ ἘΞ - sin x, D = (Lx, 
1 
d’où : u' = COS ὦ, D = ———, 
cosi x 
1 + sin x 
et: gy'=u'v+uv'=cosx.tg x + - Ἐπ ποτ 


cos? x 

Le premier lerme se réduit à sin x ; d’autre part, 
nous pouvons écrire : 

COS? x == 1 — Six = (1 + sin 2) (1 — sin x), 

et ainsi, en divisant numéraleur et dénominateur du 


second ferme par 1 + sin x : 


; 1 1 + sin ἃ — sit x 
" = Sin £ + —— — RD A a 
1 — sin x 1 — sin x 


27. Dérivée de y — L (τῷ 
005 x 


Nous pouvons écrire : 


y = -- Lcoszx 
t { 1 ( LA 
et : = — . (cos +)’ 
cos ὦ ) 3 
“ ᾿ “ ͵ . 
mais - (cos +) = --- sin x, 
| 
͵ 
Ἷ 
San 40,2 Gé, dit beat: Lot DR TE | ἐἑω τον Ἂν TRES " ΓΝ 
- δον ὅς: à - FRA ἊΣ 


- Ϊ δ ΓΤ 
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el nous obtenons ainsi : 


sin αὶ 
COS T 


y — = [g x. 


28. Dérivée de y = L (x + Vi La). 
Il s’agit encore de calculer la dérivée d’un loga- 
rithme népérien. Nous écrirons donc : 
1 * LU 
y' 7 T1 el. (x + V1 + æ). 
x + V1 + 


La dérivée de x est égale à 1, celle de la racine 


s'écrit : 
- ἢ 1 D 
1 TT 9 ΘΡΕΞῚ 
NIKE ES AN AT ESS 


el nous obtenons : 


y = (1 + — 
+Vitae | Port 
En réduisant les deux termes contenus dans la 


parenthèse au même dénominateur, il vient : 


RACE z+Vite 
ἦ x+V1i+x 


et, après simplification : 


AAA EUR 
V1 + x? 


Ce résultat est important, car on rencontre souvent 


1 
le problème inverse : Calculer l'intégrale de — 


4320 vi + χὰ; j 
égale par conséquent à L (x + V1 + x). 


᾽ 
᾿ 


Le. 2 
ἊΨ Ὗςς 
pl 


ἐδ υμορο δ 


+ 


LT 


i * 


À 2 


τ δες ES: TE] τὺ Ὁ 
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1 —+ 
LE 
Appliquons la formule de dérivation de la fonction 


arc {g æ en multipliant le résultat par la dérivée du 


29. Dérivée de y — arc {g 


quotieni ; nous obtenons : 


— 2 
J+zx 


Calculons la dérivée du quotient en posant : 


"Ὁ — 1 +x, 


ν' æ 1, 


f1—x\ 


—(+2— (x , —2 
A +2} δ ον 


Nous écrirons alors la dérivée y”, après avoir effeclué 
le produil des deux dénominateurs : 


Κα La 
͵ ΔΙ EM RATE ἀνὰ σὺ τ  n, Pesie: 
SGH ΗΛΙ Α ΡΈ Ἐν 


et finalement (1) : 


᾿ς: 1 
"ΠΛ 
(1) Nous pouvons remarquer que cette dérivée est aussi 
celle de Ja fonction — arc tg x. Ia fonction y est donc 
égale à la somme de — arc ig &æ et d’une constante ; ceux 


de nos lecteurs qui ont l'habitude des calculs trigonométriques 
déterminerorl facilement cette constante, égale à 45e, 


3 FF = - 
bé γὰὼ ἴω αὐ CIE Ν AE ï ἀν 
À A ha, À "8 ἐξ εν [ 1 Rx ων »Ὶ 4, ” 
LU LE D 
ἃ dy 4 ᾿ς c 2 4 IV à 


% 
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30. Dérivée de y = L Vie æ. R 


Cette fonction peut se mettre sous la forme : 


ON 1 
Die 3 ἜΣ Ε 
et sa dérivée s’écrit : 
10. Τὰ 1 
Ps fo Ξ ΞῸ lu -- τᾶν NE παρ, Ὁ 3 
ÿ 2AUD LES (tg x) ADS TE COS ὦ 


Mais : 


Lu En CE Rte sin ἃ, cos? x 


== δὴ TZ (085 ὦ 


COS α 
et l’on obtient : 
1 
"--- --, 
2 sin ἃ (05 5 
que l’on peut écrire : 
f 1 LA 
A = CR ou encore : y = cosec 2x. 


31. Dérivée de y —= δ. (sin æ + cos x). 


Nous avons à appliquer la formule de dérivation 
d’un produit avec : 


U = e%, D == Sin τ + cos à, 


Nous obtenons : 


u' = οα΄ D - (05 ὦ — sin +, 
οἱ : y” τα u'D + uv’ 


= 6% (Sin x + cos x) + er (cos x — sin x). 


Après réduction, nous écrirons : 


υ' = 2e .cos 2. 
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Des calculs analogues vous permettront de calculer 
la dérivée de Ja fonction : est la dérivée d’un produit ; posons donc : 


(2 1 τῷ Ὁ DR =" ATCAIS" 7 
y = 65 (sin ἃ — cos x); ’ g 7; 
1 

᾽ . / nl 4 “Ὁ me ὦὃὦἘοὃὌἍ.. 
vous obtiendrez alors : d'où: HE LEE, FRET sl Ἶ 
D 
: Dex οἷ , , “ 

H τῷ <€*.sm x. et : (t'arctg x)" arc lg x + τ ΠΣ μη. 


Do Dérivée de L W1 + 2°: 
On peut écrire : 


- 1 
L V1 + x — SL (1 + αν), 


82. Dérivée de y -- (1 + 2°). awcixz, 
Appliquons encore la formule de dérivation d’un 


produit, en posant : 


u — 1 + rt, D — qarciga, et l’on obtient alors : 


“1 | L 
Nous oblenons d’une part : be us an ἃ 4 27 
] [να ὦ ἜΝ ταν (1 + x!) 
u" — 2%, 1 1 | 
et d’autre part : to Dir 2% = FRE PTS 


La ΄ ΠΕ": ͵ pa se r , 4 . 
v' = αὐτοῖρα La,(arc (g x) La dérivée cherchée s’écril donc : 


aarc tgx La 
CNED dr, UE "æ=arcig x + Er Se 
Ains! : ὍΝ ἝΩ Ἐν NUES ΒᾺΝ 
οἵ, les deux derniers termes se délruisant : 
y = uv + uv‘ x 
azrcigx. La y — arc ig x. 
— " arc igx . ὯΔ --- ΛὔΟἅ------- 
Do à + ( +: »). iLim ”? 
COS αὶ 


. 5 Ï d 7 CAFE 
οἱ, après simplification du second !erme : MR Va Sin? ὦ +, brcos? αὶ 


f ΕῚ L » 
y = (2x + La).arrctsz, Nous avons à dériver un quotient ; posons 5 


98. Dérivée de y — x. arc 18 ἃ — L V1 -[- ai, u = (05 %, LT Va 515 x + ὃ cos" x. 
1° Dérivée de x. are (gt: La dérivée du numératceur est : 
μ΄ τα — sin x, 


«εἰ ΩΣ NON DS } DORE ET bitiè nl bise , ὡς PART PA Ou à de 4. À 


Ὕ Là 
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celle du dénomivaicur s’écril : 
# 1 Ὶ 
D = Γ΄ RS 2 ὁ τς CR 
2Va sin? 5 + b cos? x 
Maïs : 


(sin? x)’ = 2 sir æ.(sin x) — 


(a sin? x + b cos? x}. 


2 Sin Ζ COS x, 
(cos? 4)" = 2 cos æ. (cos +)" = — 2 sin x cos ὦ, 
ct ainsi : 
(a sin?x + bcos x) = (a — δ). 2 sin + cos t. 
On obtient donc pour la dérivée du dénominaieur ! 
. (a — b) sin x cos x 


De" 


, { φ 
ΜΠ ΒΙΓΞ Ter Mb, CUS ET 


Formons l'expression : 


ει — uv = — sin x. Vasin?r | bcosr 
— COS α, as NT cos es Ἶ 
Vasinéæ + "ἡ (0552 
qui s'écrit, après réduclion des deux lermes au même 
Génominalcur. : 
ιν — uv 
Lu sinæ(asini?x +- b cos? x) — (α -- 8) sin x cosiæ 
V/a sin? x + b cos? x | 
Après réduction des termes semblables du numé- 
rateur, nous obienons : 


a sin ἃ (sin? æ + cos? x) 
7 = CEE ἐν - ΩΣ 


10e MD de = : ra 
1012 7° o 2 
vasin?iæ + b cos? x 


» x » δὰ 
é [ἢ ἔχ ΔΑ, 


‘Ê 

Φ 
φ' 
LA 
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La parenthèse figurant au numérateur cest égale à 1 ; 
après division par v?, nous écrirons : 
a Sin ἃ 


ΤΩ, Ta ἡ Ἐπ ἢ κα 
(a sin? x + b cos α)ςξ 


35. Fonctions hyperboliques. 


Envisageons la fonction : 
e* +. e— + 
ἢ 55 ΤΠ ENT UNE 
sa dérivée s’écrit 
4 (05) + (e- 1» ex —_ .-.5 
la dérivée de ὁ 5 s’obtenant en effectuant Ie produit 
de ο΄ οἱ de la dérivéc de — x, égale à —- 1. 
Soit z la nouvelle fonction ainsi obtenue ς 


GX mi TX 


sa dérivée est égale à : 


Οὐ - (Ce) | em +es 


47, 
_ ) 2 


el nous retrouvons y. La dérivée de l’une des fonc- 
ons est donc représentée par l’autre, On appelle 
la première de ces fonclions cosinus hypcrbolique, 


la seconde sinus hyperbolique, ei l’on écrit : 


CR Ἐξ ων ρᾶ.«. ρ--α 
FI LE ARCS D) ᾿ sh À — NE ET 
Bykk. — Pour continuer lc Calcul difiér, 
! 
τὸν | ΣΝ : ; 


VERS. 
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La fonction y = chzx correspond à la courbe 
désignée sous le nom de chaînelle ; on obtient facile- 
mconl la représentation d’un arc de chaînetle en suspen- 
dant un fil par ses deux extrémités. 

On sait que les fonctions trigonométriques cos x et 
sin x, appelées aussi fonclions circulaires, peuvent 
être considérées comme les coordonnées X et Y d’un 
point décrivant une circonférence de rayon unilé, 
centrée à l’origine ; ces coordonnées vérifient en 
effel l’équaiion : 

NT IV 
Les fonctions ch x et sh x, elles, peuvent représenter 


les coordonnées d’une Ayperbole équilatère d’équation : 
NAN PONS ἘΞ ΜΙ 


(voir Pour comprendre la Géométrie anulyligue à 
deux dimensions, n° 94), car elles satisfont à la rela- 
tion : 
ch? © — sh? + = 1, 

comme on peul le vérifict facilement en élevant ces 
deux fonctions au carré C’est pour cetle raison 
qu'on leur ἃ donné le nom de fonctions hyperboliques. 

Ces fonctions présentent une grande analogie avec 
les fonctions trigonométriques. En cflet, Les formules 
de dérivalion élablies au début de ce numéro, et qui 
s'écrivent : 


(CRD ser em ON RE=ECREE, 
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rappellent au signe prés, les formules {rigoncméiri- 
ques correspondantes. D'autre part, nous pouvons 
Iormer les deux quotients : 


sh x ch x 
ἰῃ χ πα —— οἵ co Σ Ξ- --- ---, 
(ἢ ἃ sh x 


désignés sous le nom de éangente hyperbolique οἱ de 
cotangente hyperbolique. Nous en calculerons les déri- 


vécs cn posant : 


u = $h %, v = ch v, 
d’où : 11 ταῖν αἰ, U'= 5}} x, 
οἱ : 
ἢ 1 T'ES 7 FD ch2 x —-sh?2x 1 
CT = A. Ῥππτισαν τα RE Dan = 
( ) υϑ ch? x ch x" 
* ᾿ "Ξε" sh? æ — ch? x 1 
coth x)! — -.--  --  -- = - -- — 
( ) ι sh? x sh? + 


Les deux formules de dérivation obtennes sont abso- 
lument semblables aux formules trigonométiriques 


correspondantes. 


36. Dérivées logarithmiques. 

Soit à calculer la dérivée de la fonclion y = Lu, 
représentant le logarilhme népérien de la fonclion u 
de +. Nous avons vu au n° 24 comment on doil pro- 

1 acte 
céder ; on effectue le produit de ri et de la dérivée 


u’ de la fonction u et l’on obtient : 
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Cette dérivée du logarithme népérien de u cst 
couramment appelée dérivée logarithmique de τι. 
Nous voyons qu’il suffit pour la calculer, de diviser 
la dérivée ordinaire par la fonction clle-même. 


Ceci dit, considérons le produit : 


2 = UH.v.uw 


des fonctions x, v, w de la variable æ, Le logarithme 
d'un produit étant égal à la somme des logarithmes 


des différents facteurs, nous pouvons écrire : 
Lz = Lu + Lo + Lw 


el, en dérivant les deux membres de cette identité : 
RENE AE HN L IR RCE SE (6) 


Les divers termes obtenus ne sont autres que les 
dérivées logarithmiques des fonciions envisagées. 
Nous pouvons donc énoncer : 

La dérivée logarithmique d'un produit de fonctions 
est égale à la somme des dérivées logarithmiques de 
ces fonctions. 


Si nous considérons maintenant le quotient s 


u 
T - 
D 


de deux fonclions, nous pouvons écrire : 


Lz = Lu — Lo, 
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car le logarithme d’un quotient est égal à la différence 
des logarithmes des deux termes. En prenant les 


dérivées, nous obtenons : 
1 | () 


La dérivée logarithmique du quotient des deux 
fonctions est donc égale à la différence des dérivées 
logarithmiques des deux fonctions. 


D'une manière plus générale, pour calculer la 
dérivée logarithmique d’une expression formée de 
produils et de quotients de différentes fonctions, 
nous cffectuerons la somme ou la différence des déri- 
vées logarithmiques des fonclions envisagées. 

Les formules oblenues peuvent être écrites d’une 
manière différente lorsqu'on remplace les dérivées 
par les différentiches. Multiplions les deux membres 
de la relation (6) par dx ; les produits ζ΄. dx, u'.dx, 
v’.dx, w’.dx ainsi formés ne sont autres que les diffé- 
reniielles dz, du, dv, dæ (voir Pour comprendre le 
Calcul différentiel, n° 131) et nous oblenons : 

dz du dv dur 


= pe + (8) 


Z il ἐν D 


La formule (7) peul de même se mettre sous la 


forme : 


a NE rer Y (9) 


{4 POUR CONTINUER LE CALCUL DIFFÉRENTIEL 


37. Application au calcul des approximations. 

Les règles qui viennent d’être établies, et plus 
particulièrement les deux dernières formules relatives 
au quotient de la différentielle d’ur fonction par la 
fonction elle-même, trouvent une application impor- 
tante dans la détcrminalion de l’approximation d’une 
solution. En Physique, par exemple, les résultais 
d'expériences sont toujours entachés d’une certaine 
erreur. Les calculs que l’on effeciue à partir de ces 
données expérimentales conduisent donc forcément 
à une soluiion qui n’esi pas absolument exacte, et 
cela aussi grande que soit la précision de ces calculs 
eux-mêmes. On comprend alors l'intérêt qu’il y ἃ 
à déterminer une limite de l'erreur commise sur le 
résullat final ; cette limite connue, on est certain 
que la solution que l’on aurait obtenue si les données 
avaient été rigoureusement exactes, esl comprise 
dans un certain intervalle, situé de part et d’autre 
de la solution approchée obtenue à partir des expé- 
riences faïles. Comme nous allons le voir, ce sont les 
formules établies au numéro précédent qui permet- 
tent d’effecluer ceite recherche. 

Supposons que nous ayons à délerminer le poids 
d’un câble méigllique dont nous avons mesuré la 
longueur et le diamètre. La longueur obtenue est 1 == 
26 m, ὅθ, mais les mesures faites ne nous donnent 


ce résultat qu’à 2 em près, D'autre part, nous avons 
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constaté que le câble n’était pas rigoureusement 
cylindrique et que son diamètre étail variable ; 
nous avons donc pris pour celui-ci la valeur moyenne 
v = 42 mm, 3 avec une marge d’erreur d’un demi- 
millimètre. La valeur donnée pour la densité de l’al- 
liage employé est w = 14,36, mais, en tenant compte 
des différences de température et de tension, nous 
devons nous contenter de dire que la densité est com- 
prise entre 14,31 et 14,41. 

Le poids du câble s'obtient en effectuant le produit : 


Zo= UD. 0 ; 


en écrivant u et δ, en em, on lrouve pour z la valeur 
numérique : 
2 = 01018924," 9 

Mais cette valeur n’est pas la valeur exacle du poids 
du câble, les données exactes n'étant pas celles que 
nous avons indiquées, mais d’autres, oblenues en 
ajoutant à u, v, w certains accroissements du, dv, 
dw. On devra donc ajouter à z l’accroissement dz que 
nous donne la formule (8). Il ne nous esl pas possible 
de déterminer ces accroissements du, dv, dw, ni, par 
conséquent, dz, mais nous savons que leurs valeurs 


absolues ne dépassent certainement pas les quantités Σ΄ 


Au — 2 cm, Av = 0 mm, 5, Aw = 0,05. 
L’accroissement dz à ajouter à la valeur calculée 


pour obtenir la valeur exacte du poids du câble ne 


δεν | sex 6 À CS 


"ΟΝ LE l'E 
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dépasscra donc pas en valeur absolue la quantité 


Az donnée par la formule : 
Az Au Av Aw 
HET ours ΩΣ γεν UE: (9) 
En prenant les valeurs numériques, nous obienons : 
(PAS yat 2) δ ΣΟΥ ὍΝΟδΝ 
161 332,9 2 656 42,3 14,36 
= 0,0008 + 0,0118 + 0,0035 
-- 0,0161, 
valeur approchée par excès : Az est donc inférieur à : 
161.332 g, 9 X 0,0161 = 2597 ,g, 5. 

Ainsi, nous pouvons affirmer que le poids du câble 
est compris entre 158 kg, 7 et 164 kg, mais c’est tout 
ce que nos mesures nous permetlent de dire. 

La quartité Az est appelée erreur absolue, le quotient 


Az 
τς erreur relative. La formule (10) nous montre que 


pour obtenir l'erreur relative commise sur un pro- 
duit. ! faut faire la somme des erreurs relatives 
commises sur chacun des facteurs, 


38. Autre exemple. 


Soit maintenant à déterminer Ja vitesse moyenne 
réalisée par un auiomobiliste. Le lemps chronométré 
est » — 72 sec. 3 /5, à un cinquième de seconde près ; 
la longueur de la piste est u = 3 000 πὶ, mais, la piste 
comportant des virages que le coureur ἃ pu prendre 


plus où moins près du bord. nous ne connaissons en 


ἢ 
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réalilé la longueur parcourue qu’à 5 m près. La vitesse ἃ 

réalisée est obtenue en effectuant le quotient : À 

, = = 30m 1 

U 72 sec, 6 | 

οἱ l’on trouve z -- 41 m/sec, 32, ou, en multipliant + 

ce résultal par 3,6 pour passer aux km [ἢ : 4 

z = 148 km/h, 75. £ 

L’accroissement ἐξ à ajouter à ce résultat pour F 

obtenir la valeur exacte de la vitesse est donné par ω 

la formule (9). La valeur absolue du premier membre τ 

de cetle relalion ne peut pas dépasser la somme x 

des valeurs absolues maxima des deux lermes du ν 

second membre (Nous disons bien la somme et non la ἱ 

différence, car ces deux cermes pouvant prendre des | 
valeurs positives ou négatives, il est possible que leurs 

valeurs absolues s’ajoutent au lieu de se retrancher). 3 
L'erreur absolue Δὲ est donc donnée par la formule : 

ξ Au Av Ἢ 

τ νὰ TU LOTUS a à 

Nous voyons ainsi que l'erreur relative commise 

sur un quotient s'obtient en faisant la somme des * 

erreurs relatives commises sur chacun des termes. | 

Dans l'exemple envisagé, on écrit : 

AT Σ᾿ 5 , 0,2 

FIST τ 2 0DD Le 72 0, 

== 0,0017 + 0,0028 . 

«- 0,0045. î 

X 

Ὶ 

’ 

“ 

D 


᾿ 


L # À Ὕ »γ-- Li! . 
ES hou ἈΙ δῖ mes Cle δ κ᾿ τῶ; 
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L'erreur relative est donc inférieure à 0,005 et 
l'erreur absolue ne dépassant pas par conséquent : 


ΤΟ ΕΟ ΟΠ ΞΟ km ΠΡ 5; 


nous peuvons affirmer que la vitesse moyenne réalisée 
est comprise entre 148 km /h οἱ 149 km /h, 5. 


TROISIÈME LEÇON 


ETUDES DE FONCTIONS ET CONSTRUCTIONS 
DIE COURBES. MAXIMA ET MINIMA. 
ASYMPTOTES. 
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39. Rappel de quelques connaissances élémentaires. 


Rappelons brièvement la méthode que nous avons 
apprise dans Pour comprendre le Calcul différentiel 
(Ve ct VIe Leçons) pour étudier une fonction et Ja 
représenter par une courbe. Cette étude se décompose 
en plusieurs parties : 

19 Nous commençons par déterminer pour quelles 
valeurs de la variable x la fonclion y existe et pour 
quelles autres valeurs celle n’existe pas. Nous obtenons 
ainsi des intervalles dans lesquels la fonction y existe 
el des valeurs limites pour lesquelles elle cesse d’exister. 

29 Nous déterminons ensuile les valeurs que prend 
la fonction lorsqu'on donne à ὦ des valeurs particu- 
lières, telles que x — 0, ou les valeurs limites dont 
nous venons «de parler. 


39 Puis nous essayons de fixer dans quelles régions 


la courbe est au-dessus de l’axe OX et dans quelles 


2 


τὰ TNT ere 


DO 2 OUR 1°, D Sat TEL PEINTRE 59 RE Er ul ἢ ss 
: | Fan E a | : "je 
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autres elle se trouve au-dessous, c’est-à-dire dans 
quels intervalles la fonction prend des valeurs posi- 
tives el dans quels autres clle prend des valeurs néga- 
lives. Nous déterminons à cel cffet les points où la 
courbe coupe l’axe OX, c'est-à-dire les valeurs de x 
pour lesquelles la fonction y s’annule. Ce calcul n’est 
d’ailleurs pas toujours possible. Nous déterminerons 
également les valeurs de x qui rendent la fonction 
infinic. 

40 Nous connaïssons alors quelques points de la 
courbe qui nous permeltent déjà d’avoir une idée de 
son allure générale, Pour préciser celle-ci, il nous faut 
calculer la dérivée y’ de la fonction y. Cette dérivée 
représente, pour une valeur donnée de z, le cocfficient 
angulaire de la tangente au point correspondant. 
Elle nous permet donc de iracer la tangente en chacun 
des points intéressants déjà déterminés. 

50 La dérivée nous donne d’autres indications 
encore plus précieuses. Grâce à elle, nous déterminons 
les valeurs de x pour lesquelles la fonction présente 
un MAXIMUM OÙ UD MENINMUM. AUX points COrrespon- 
dants, en cffet, la tangente cest parallèle à l’axe OX 
et la dérivée nulle. Maïs encore faut-il distinguer l’un 
de Pautre maximum el minimum. Au sommet d’une 
côte, lorsqu’après avoir monté on commence à des- 
cendre, la pente cesse d’être posilive pour devenir 


uégalive. De même, en un maximum, la dérivée 
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s’annule en passant du signe + au signe —. ἢ un 
minimum, au contraire, elle passe du signe — au 
signe +. Il suffit donc d’étudicr le signe de la dérivée 
avant et après pour savoir si un point représente 
un Maximum où un minimum. 

6° Nous avons encore appris un aulre moyen pour 
établir cette distinction (1). La fonction y” qui repré- 
sente la dérivée de la fonction y est décroissante 
lorsqu’eile passe de + à — ; clle cest au contraire 
croissante lorsqu’elle passe de — à +. Dans le premier 
cas, sa dérivée y” (dérivée seconde de y) est négative ; 
dans le second cas, elle est posilive. On a ainsi, 

pour un MAXIMUM !: Dites 0, #0 «0, 

pour un minimum : πα τ AD, 

Ce petit résumé de connaissances déjà acquises 
doit vous fournir la marche à suivre dans vos calculs 
chaque fois que vous aurez à étudier une fonction. 
Mais, présenté à dessein sous une forme condensée, 
il peut vous paraître un peu obscur à première vue. 
Aussi allons-nous tout de suite l’éclairer en traitant 


des exercices. 


__—_— 


L a ++ 
40, Etude de la fonction y = + x V τος avec a > 0. 


——— 


Celte équation est celle de la strophoide dont les 
propriétés géométriques ont déjà élé étudiées dans 


τ... “ ss 


(1) Voir l’our comprendre le Calcul différentiel, n° 180. 
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Pour comprendre la Géornétrie analylique à deux 
dimensions (n° 156). Nous allons tracer celte courbe 
d’après son équation οἱ en nous aidant de la dérivée 
μ΄, comme si nous ne l’avions jamais étudiée et en 
ignorions complèteinent la forme. 

Déterminons tout d’abord les valeurs de x pour 
lesquelles la fonction y existe. Nous savons que 
seule la racine carrée d’un nombre positif existe, 
la racine carrée d’un nombre négatif ne pouvant être 
représentée par aucune valeur réclle. Le quotient 
figurant sous le radical doit donc être positif el deux 
cas sont alors à envisager : 

1° a+z>o0 et a--x > 0, 
c’est-à-dire à la fois x > — a el <a; 

29° a + x < 0 et Us A < Ὁ 
c’est-à-dire à Ja fois à << — a el à > a, ce qui est 
impossible. Seul le premier cas est donc à retenir ; 
la variable + doïl être comprise dans l’intervalle 
limité par les valeurs — a οἱ +4- a. En dehors de cet 
intervalle, la fonction n'existe pas. 

Remarquons qu’à chaque valeur de x prise dans 
l'intervalle ainsi déterminé correspondent 2 valcurs 
de y, définissant 2 points symélriques par rapport 


à l’axe OX. Ces deux valeurs sont données par : 


ΕΑΝ at ONE EN SEE 
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Nous nous borncrons à étudier la première de ces 
deux fonctions ; nous construirons la branche de 
courbe correspondante et achèverons le tracé de Ja 
courbe complète par une symétrie autour de OX. 

Ceci étant bien établi, poursuivons notre élude, 
suivant la méthode générale, en déterminant les 
points d’intersection de la courbe avec l’axe OX. 
La fonction y est nulle en ces points ; nous devons 
donc avoir soit x — 0, soit a + x — 0, c’est-à-dire 
ZT = — a. 

D'autre part, lorsque x = a, le dénominateur 
du auolient figurant sous le radical s’annule el y 
devient infinie. Lorsque nous aurons cncore remarqué 
que le radical étant constamment posilif, y a même 
sig£ne que x, nous pourrons grouper les résullals oblentus 
dans le tableau suivant οἱ nous faire une premier. 


idée de l’allure de la courbe : 


z | — a 0 + «a 
U O -- 0 + + 
La courbe part du point + = — a de l'axe OX et se 


dirige d’abord vers le bas, puis elle remonte, passe 
par l’origine et continue à s’élever indéfiniment, 
la fonction y tendant vers + æ lorsque x s'approche 
de Ja valeur + a. 


Ces indicalions ne sont cependant pas suffisantes 


pour nous permellre de lracer la courbe avec cxacti- 
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tude. Aussi allons-nous uliliser la dérivée. Pour cal- 
culer y’, procétdions exactement comme au n° 15. 


Nous trouvons : 


Pour + = — a, la racine figurant au dénominateur 
s’annule et y” devient infinie ; la Langente est parallèle 
à l'axe OY au point correspondant. Pour ἃ = 0, 
on obtient y” τῷ 1 ; la tangente à l’origine est bissec- 
trice des deux axes de coordonnées. Pour æ = ἃ, 
y’ est encore infinie et la Langente parallèle à ΟὟ, 
mais le point de tangence correspondant n'existe 
pas puisque la fonclion est, elle aussi, infinie. Cette 
tangente particulière csl appelée {angente à l'infini 
ou asymplote de la courbe. Elle se présente à nous 
comme une droile dont la distance à un point qui 
parcourt la branche infinie de la courbe en s’éloignant 
indéfiniment lend vers zéro. 

La dérivée nous permet de déterminer d’autres 
points intéressants, ceux qui correspondent à des 
valeurs maxima ou minima de la fonction y. Galcu- 
lons donc les valeurs de x qui annulent y” en résolvant 
l'équalion : 


ΩΣ + ax —x = 0, 


c’est-a-dire : 


2 — 4x — d =, 


D PINS CAT Tee 
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Nous obtenons : 


ss a = Va + 4α3 ASS) 
RARES POP RE 1 ARE 


12 4/6 
Seule la valeur x = TAN 


= — 0,615 X aest 


comprise dans l’intervalle étudié. La connaissance 
que nous avons déjà de notre branche de courbe 
nous montre qu’elle correspond à un minimum. 
En remplaçant x par la valeur trouvée dans l’équation 
de la courbe, nous obtenons l’ordonnée approxinta- 
tive de ce point : y = — 0,3 x a. 

Nous pouvons maintenant compléter le tableau de la 
variation de y, tracer la branche de courbe corres- 
pondante et achever la figure en traçant, comme nous 
l'avons indiqué, la branche symétrique par rapport 
à l'axe OX (fig. 7). 

x | — a — 0,6. 0 + «a 


U 0 — 0,3, ,α 0 + co 
cHécroît min. croît 


y'| — 0 +: 


x 
ss mBveocias 0! 


--..- . 


41. Etude de la fonction y — + τα 

La courbe qui représente cette fonction a également 
été étudiée dans Pour comprendre la Géométrie ana- 
lylique à deux dimensions (n°9 142). C’est la cisscide. 


BEER. — Pou conlintuer 1e ‘leu! différ, ΗΠ 


ᾷ 


ἥ 
: 


M ue 


* 
" 


POS NE ee M A 


EL ᾿ en L ᾿ 
“Δ τινων πε νυ ῥ᾽.» 


_ 
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Ici encore nous avons affaire à une courbe présentant 


Υ 


Fig 7. Fis 8, 


deux branches symétriques par rapport à l'axe OX, 
Nous éludierons la branche correspondant au signe + 
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placé devant le radical et en déduirons l’autre par 
symétrie. 

La fonction y n’existe que lorsque le quotient 
qui figure sous le radical est positif ; il faut donc 
avoir, 
soit : æ-0 et a—x>> 0, 
c’est-à-dire à la fois æ>0 et <a, 
soit : z<0O et α--α - 0, 


c’est-à-dire à la fois x < 0 et + > a, ce qui est impos- 
sible, a étant positif par hypothèse. La courbe est 
donc tout enlière comprise entre l’axe ΟὟ ct la paral- 
lèle à celui-ci d’abscisse x = a. D’autre part, la branche 
que nous étudions est située au-dessus de OX puisque 
« est positif. 

Pour z = 0, y est nulle ; pour + = a, y cest infinie, 
Nous voyons déjà que la courbe part de l’origine et 
s’élève indéfiniment en se rapprochant de la parallèle 
à OY d’abscisse x — a, qui est une asymptote. 

Le tracé de la courbe demande cependant à être 
précisé. La dérivée de la fonction y a déjà été calculée 
au n° 16 ; elle s’écrit : 


: 34 — 2% V Ὁ; 
τ Τα — ὃ α---α 


et s’annule pour æ Ξε 0. La tangentc ἃ l’orfgine est 


donc l’axe OX. La dérivée ne s’annulant pas pour 


d’autres valeurs de # comprises entre 0 et ἃ, conserve 
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le méme sigue dans celle intervalle ; c’est donc d’une 
façon continue que la fonction croît de 0 à + «. 
ΝΒ pouvons dresser le tableau de la variation de y 
(Branche supéricure) et consiruire la courbe (fig. ὃ), 
la brarche inférieure se déduisant de la première ainsi 
que nous l'avons dit . 


æ | 0 a 


y | O croîl + ὦ 


Re ——"——————"— 2 — —_— 


y | 0 +. + © 


Nous voyons que l’origine est un point particulier 
de la courbe. En ce point les deux branches de la 
courbe admeilent la même tangente, mais si nous 
envisagions un point mobile parcourant la courbe 
de y = “+ © à y = — οὐ, nous noterions que sen 
mouvement change brusquement de sens à l’origine. 
Le point semblerait tout à coup rebrousser chemin ; 
c’est pour ceite raison que l’on dit que l’origine 


constitue un point de rebroussement. 


z — 2 
dde) | 


Cetle fonction a nn sens pour touie valeur de x, 


£ Etude de la fonction y — 


sauf pour x = 0 οἱ x = 1, le dénominateur s’annulant 
peur ces deux valeurs de la variable. Nous somines 
ainsi amenés à fractionner notre élude ; nous étucie- 


rois la fonction y successivement äGans les trois inicr- 
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valles suivants : 1° de ἃ = — oo à æ — 0,20 de x -- 0 
à x =1,30de x = 1à x = + 00. Dans chacun de ces 
intervalles la fonction est continue. 

Commençons par éludier y entre z = — et x = 0. 
Dans tout cet intervalle, la fonction est négative ; 
en cflet, le numérateur est négatif, puisque x est infé- 
rieur à 2, et le dénominateur positif, puisque égal 
au produit de x et de x — 1, expressions toutes deux 
nésalives dans l'intervalle. D’ autre part, nous pou- 
vons éCTITe : 


γ 


en divisant haut el bas par x. Lorsque zx tend vers 
— , le numérateur el la parenthèse du dénomina- 
teur tendent tous deux vers 1 ; le dénominatcur 
tend vers — æ et y vers 0. La distance à l'axe OX 
d’un point qui décrit la courbe en s’éloignant inclé- 
finiment vers la gauche lend donc ae ZÉTO ; .ΟΧ οἱ 
une asymptole de la courbe. La fonction étant négalive 
dans tout l’inlervalle, c'est par valeurs négalives 
qu’elle tend vers zéro ; la courbe, est donc siluée 
au-dessous «le son asymptote OX. Lorsque nous 
nous approchons de l’autre extrémité du premier 
intervalle, c’est-à-dire de la valeur ἃ = 0, le déno- 


Miiaaleur s'anuntle ; Ja fonction Lend vers linfini 
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et plus précisément vers — « puisqu'elle est néga- 
live. 

Passons maintenant à l’étude de la fonction dans 
le Acuxièéme intcrvalle limité par les valeurs 0 οἱ 1 
de Ja variable x. Dars cet intervalle, on a constamment 
z—2<0,x— 1<0etx> 0; le numérateur et le 
dénominateur étant négaiifs, la fonction est positive. 
rest donc vers + oo que tend y lorsque x se rap- 
proche de l’une ou de l’autre es extrémités du 
deuxième intervalle. Nous voyons ainsi qu’au voi- 
sinage de l’origine O, la fonction prend des valeurs 
complètement différentes, suivant que l’on se rap- 
proche de © par la gauche ou par la droite. Nous 
avions rencontré un cas analogue dans l’étude de Ja 


1 
fonclion y = (Pour comprendre le Calcul différentiel, 


n° 103). 

Dans le troisième intervalle, la fonction s’annule 
pour x = 2 ; elle est négative ou positive suivant 
que x esl compris entre 1 el 2 ou entre 2 οἱ + «. 
Lorsque x se rapproche de 1, y tend vers — ὦ ; 
en comparant ce résullat à celui que nous venons 
d'obtenir dans le deuxième intervalle, nous voyons 
apparaître une seconde disconlinuité de la fonction. 
Les calculs antérieurs nous montrent d’auire part 
que y tend vers Ὁ lorsque x tend vers - @, mais Ja 


branche de courbe correspondante est située, cette 
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fois-ci, au-dessus de l’asymptote OX puisque la fonc- 
tion est positive pour x > 2. 

Nous pouvons, dès maintenant, former un premier 
tableau de la variation de la fonction y : 


Α΄ —o 0 + 1 +2  +o 


UE 0e 6 pont 0 | =2 01270. +40 
La courbe admet 3 asymptotes différentes : l’axe 
OX, l’axe OY et la parallèle à ce dernier d’abscisse 
Ὁ = 1, Ces renseignements nous permettent déjà de 
fixer l’allure générale de la courbe, que nous préci- 
serons lorsque nous aurons calculé la dérivée y 


Ayant à dériver un quotient, nous poscrons 3 


U =7— 2, D = x(xz — 1), 
d'où: u'=1, υ' 2x — 1, 
u'o — uv! 


el: y' = à 


x (x — 1) — (x — 2) (δὰ — 1) 
Te a (D NE TE 
Le cocfficient angulaire de la tangente à la courbe 
au point d'intersection avec OX est obtenu en r:m- 


plaçant x par la valeur 2 dans celle expression 3 


L’équalion de cette tangente est donc 3 


1 
= σὰν 


ΝῈ 


᾿ 
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En faisant + = 0, on trouve y = — 1 ; la langcnte 
passe donc par les points z = 0,y = — 1 οἱ x -- 2, 
y = 0. I est dès lors facile de la construire. 

Détcrminons maïntenant les valeurs de la variable 


ᾧ, 82 |- 


Fig. 9, 


correspondant À un maxinium ou À un minimum de 

la fonction. Nous annulons Ja dérivée y’ en écrivant : 
ᾧ (2 — 1) —- (x — 2) (24 — 1) = 0, 

c'est-A-dire : — 2° + 4x — 2 — 0 

ou encore : L— 4x +2 — 0, 


d’où les racines : æ = 2H ν 4 ---2 = 9+ + 1/2, 
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En prenant 1,41 comme valeur de la racine de 2, 
on obtient æ = 0,59 ct x = 3,41. 

Le coefficient de x? dans lexpression du numéra- 
teur de y” est égal à — 1. Le dénominateur étant 
constamment positif, la dérivée y’ est donc positive 
pour toute valeur de x comprise entre les deux racines 
que nous venons de déterminer et négalive pour toute 
valeur de x prise en dehors de ces racines. La fonction 
décroît entre x = — oo οἱ x —= 0,59, croît entre x = 
0, 59 et αὶ — 3,41, décroît entre ἃ = 3,41 el x = + οὐ. 
La première racine de y" correspond donc à un 
minimum et la seconde à un maximum. Dans le pre- 
mier cas, la fonction prend la valeur y — 5,82, dans 
le second, la valeur y 0,18. Nous pouvons main{e- 
nant compléler notre tableau et tracer la cour be 
(Ag. 9). 

“ | — ὦ 0 0,59 1 2 3,41 “ὦ 


«--.-- 


LC στ ---.«-Ἕ«--.ὉὍὕ.-.--- τ ΠΠρὉῸΘᾷ22τὩὮὋὮὋὃὋῸᾧῸῸ ----Ὁ ὁ ὁῸὃῸὃῸΞ Ξ Ξ τ 


y | Ὁ —o 400. DS2. 2:00 | =—.0, "0 ὑ,18 {) 
décroît décroit min. croît 


ES -....--........ μον ho οἸΠα 


Ἢ --- RS το χες 


croit mar. uécroit 


me 


+ 0 — 


43. Etude de la fonction y - + — 
Cette fonction n’existe que pour les valeurs de x 
supérieures à — 2, la racine étant imaginaire pour les 


autres valeurs de la variable. De plus, la fonction y 


erdp son sens pour æ == 1. Nous l’éludierons donc 
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dans deux intervalles : 19 dx = — 2 à x = - 1, 
20dexz= +1àx=— + 0. Remarquons encore qu’à 
chaque valeur de x correspondent deux valeurs de y ; 
nous étudierons la branche de courbe obtenue en 
prenant le signe + devant la racine et en déduirons 
l’auire par symétrie autour de l’axc OX. 

1°dx = —2àx = - 1: La fonction est nulle 
pour ἃ = — 2 el devient négative lorsque x croît. 
La courbe passe par l’origine, car à ὦ — Ὁ correspond 
y = 0, puis la fonction prend des valeurs posilives de 
plus en plus grandes et tend vers + © lorsque x 
s'approche de + 1. 

20dex = +1àzx— + © : Lorsque x tend vers 
+ 1 en reslant dans ce nouvel intervalle, y tend 
encore Vers + οὐ. Ainsi, quand x quitte le premier 
intervalle οἱ pénètre dans le second, y ne saute pas 
de + ὦ à — σας comme dans l’excrcice précédent, 
mais reste au contraire positive. Cela provient de ce 
que le dénominatcur ne chaïge pas de signe lorsque x 
passe des valeurs inféricures à 1 aux valeurs supé- 
rieures. Enfin, lorsque + lenc vers + οὐ, y terne vers 0 


par valcurs positives. Cette fonction peut en cilet 


S'CCTITC ἡ 
1 144 
T 
ἢ Va À NES 
=) 
zx 


Lt “à. NE d'u dé 
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on voit que le premicr facteur tend vers 0 et le second 
vers 1. La fonction tend donc vers zéro et, comme 
elle est positive dans tout l'intervalle, Ia courbe 
est siluée au-dessus de son asymptote OX. 

La dérivée a déjà été calculée au n° 10, c’est 2 

e + 7x + 4 

2 (x — 1} .Vx +2 

Pour x -= — 2, la dérivée cest infinie et la tangente 
correspondante parallèle à ΟὟ. Pour x = 0, on obtient: 


pee -- 


4 -Ν 
PRES ANRT τς 


le coefficient angulaire de la tangente à l’origine est 
donc égal à V2 et l’équalion de celle-ci s’écrit : 
y = x V2. 

Une construction géométrique très simple permet 
de lracer la tangente car elle passe par le point x -- 1, 
To ν 2, que lon détermine de la façon suivante : 
On décrit le cercle centré sur l’axe OX au point æ = 1 
et rencontrant l’axe ΟὟ en y == 1; ce cercle, dont le 
rayon cst égal à V 2 (théorème de Pythagore), coupe 
la parallèle à OY d’abscisse x = 1 au point cherché. 

Passons maintenant à la recherche des maxima 
el minima ; nous annulons y' en écrivant : 


αὸ +7x +40, 


d’où : mm πο ΞΕ ν 98, 
À 
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En prenant 5,74 comme valeur de la racine carrée 


de 33, nous obtenons les 2 valeurs x = — 6,37 et 


Ÿ 


Fig .0. 


æ = — 0,63. Scule la seconde racine est comprise 


dans l'intervalle d’exisience de la fonction, et seule 


+ L : ἐς τὰν τ ; 
LE sé. 5" sÆ'pigies Pr D Pet : 
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elle nous intéresse. Cette valeur de x correspond 
évidemmant à un minimum de la fonction sur la 
branche que nous étudions ; : en remplaçant x par 
sa valeur dans l'équation de la courbe, on oblient 
y = a 0,27. Nous pouvons maintenant dresser le 
tableau de la wariation de y pour la branche étudiée 
et construire la courbe complèle, qui admet deux 
asymptotes différentes, l’axe OX et la parallèle à 


OY d’abscisse x = 1 (fig. 10). 


œ T4 —— 0,63 0 + 1 + oo 

y 0 — 0,27 0 + | + 0 
décroit min. croît décroît 

Dire 0 + nus 


Nous nous bornons à indiquer les différents signes 
de la dérivée dans ce tableau, sans en laire la discus- 
sion car celle-ci ne nous apporte pas (6 renseigne- 
ment nouveau sur la forme de la courbe. La vérifi- 
cation de ces signes constituera cependant un excel- 


lent exercice pour l'élève. 


44. Etude de la fonction y = + x ν 1 sys 


Celle fonction n’exisle que pour les valeurs de x 
comprises enire — 1 et + 1. Outre la syméiric par 
rapport à l’axe OX provenant du double signe de la 
racine, il exisie une autre symétrie par rapport à 


l’origine. En effet, si l’on remplace ἃ par — x, le 


; ant. n SE Se + ia et À 
δι ἣν sul die. τ ἀν. ΟΣ Σληρχολα ἔων 
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second membre change de signe en gardant même 
valeur absolue. Nous nous bornerons donc à étudier 
l’arc de courbe correspondant au signe - de la racine 
et obtenu en faisant varier x de 0 à 1. Nous en dédui- 
rons les 3 autres arcs par symétrie par rapport aux 
axes de coordonnées. 

La fonction s’annule pour æ = 0 et ᾧ = 1 ; notre 


Fig 11. 


arc quitte donc l’origine pour rejoindre ensufte 
l'axe OX au point x τα 1. 
La dérivée a été calculée au n° 6 - elle s’écrit a 


# 


1 — 22 
DIET 


ÿ1 — 2 


Pour x — 0, elle est égale à 1 ; la tangente à l’ori- 
ginu est bissectrice des axes de coordonnées. Pour 
ἃ -- 1, elle est infinie el la tangente correspondante 
parallèle à OY. Dans l’inlervalle envisagé, elle ne 
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1 
s’annule que pour x = ré c’est-à-dire approximati- 
2 


vement æ = 0,7 ; l'allure de la courbe nous montre 
qu'il s’agit obligatoirement d’un maximum. On le 
vérifie d’ailleurs facilement par l’étude du signe de y, 
qui est positive entre αὶ = 0 et æ = 0,7 et négative 
entre x = 0,7 et zx == 1. La valeur de la fonction en 
son maximum cest : 
Mecs 
= VA . SD 
Formons le tableau de la variaiion de y et cons- 
truisons la courbe complète (fig. 11). 


x | 0 0,7 1 
y 0 0,5 0 
croît max. décroît 
ASS DT Sr SNS 
— 1} 
45 Etude de la fonction y — rt) 


x + à 

Cette fonction est représeniée par une conîque. 
On le voit en mullipliant les deux membres de la 
relation par x + 2; on oblient alors une équaiion 
du second degré en x et y, équation qui caractérise 
les coniques. 

Cette remarque faite, procédons comme de coutume 
pour étudier la fonction y. Elle existe pour toute valeur 


ι 
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de x, sauf pour ἃ = — 2, la parallèle à OY d’abscisse 
x τὸ — 2 cest donc une asymplote de notre conique, 
qui ne peut être ainsi qu’une hyperbole. Le numé- 
raeur étant constamment positif, la fonction admet 
même signe que le dénominateur ; elle est négalive 
pour æ < — 2 et positive pour «Ὁ — 2. La courbe 
est donc tracée au-dessous de OX dans la région du 
plan située à gauche de l’asymptote et au-dessus dans 
la région située à droite. 

1° Branche correspondant à x < — 2 : Lorsque x 
tend vers — wo, y Lend également vers cetie valeur. 
En divisant numéraleur et dénominateur par ἃ, on 
peul en eftet écrire : 


PE ge RAP Ti 
a 
la fonction lent vers — co avec ἃ — 1 puisque le 


dénomiuateur et le second facteur du numérateur 
tenlent tous deux vers 1. 

Lorsque x se rapproche de — 2, la fonction perd 
son sens en Lendant encore vers — © puisqu'elle est 
ncsulive. 

20 Branche correspondant à z > — 2 : Lorsque x 
se rapproche de — 2 par valcurs supérieures, y reste 
positive οἱ tend vers + x. Un calcul analogue 


à celui que nous venons de laire montre d'autre part 


ÉTUDES DE FONCTIONS. ASYMPTOTES 71 


que y lend encore vers + co lorsque x augmente 
mdéfiniment. 

| Pourxz = 0,onay - 0,5 et pour x — +4 1, y — 0. 
Lorsqu'une fonction s’annulc, sa courbe représen- 
talive coupe en général l’axe OX. Ce n’est cependant 
pas le cas ici puisque la branche éludiée est située 
entièrement au-dessus de cel axe. Il s’agit d’un 
minimum de la fonclion, comme nous allens le véri- 


fier en calculant la dérivée. Nous poserons : 


u — (x — 1)?, " τι x +2 
d’où : u” = 2{(x — 1), v' -- 1 
,ς αν τὰ 34.-- 1) +2)—(@--1) 
ἡ ρα ὑπ er den EC ΤΣ 


Pour ἃ = 1 la dérivée s'annule et on obtient le 
minimum annoncé. L'autre valeur de la variable 
annulant la dérivée se calcule à parür de : 

2&+2)— (ἃ — 1) = 0, 
expression oblenue en divisant le numérateur par 
x — 1 ; on lrouve ainsi : x — — 5. Celtic racine unique 
ne peut correspondre qu’à un maximum puisque la 
fonction tend vers — oo de part et d’autre. La valeur 
correspondanle de 18 fonelion est : y — — 12, Dressons 


maintenant le tableau de la variation de g : 


1 — οὐ — 5 — 2 0! :L + 00 
y | — — 12 — @ | + oo 0,5 0 + 
croît max. décroît αὐτοῦ min. croît 
"᾽ ns CIRE É; Dar 
BEEN l’our continuer le Calcul diftér, 8 


᾿ 
* 
+ 
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La construction de cetle courbe est assez embar- 
rassante : dans quelle direction faut-il tracer les 
branches infinies correspondant à ἃ = — o οἱ ἃ ὦ = 
+ oo ? Dans les études faïles jusqu’à présent, la 
courbe se rapprochaït infiniment d’un axe ou d’une 
parallèle à un axe. Ici il n’en est plus de même; 
peut-être se rapproche-t-elle cependant d’une droile, 
une droite jouant encore le rôle d’asymptoie, mais 
plus difficile à déterminer que les précédentes. Nous 
savons précisément que Fhyperbole admet une seconde 
asymptotce ; nous allons donc Lenter de mettre celle-ci 
en évidence. 


46. Détermination de la seconde asymptots de Ja courbe 
précédente. 


En reprenant la définition même de l’asymplote 
(n° 40), nous obtenons immédiatement un rensei- 
gnement précieux. L’asymplote est, nous l’avons 
dit, la tangente à l’infini ; son coefficient angulaire 
est donc égal à la limite vers laquelle tend la 
dérivée y’ lorsque x devient infinie. Or, en divisant 
numéraleur et dénominateur par æ?, la dérivée peut 


s’écrire 9 
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et tend vers 1 lorsque x croît indéfiniment ; le coef- 
ficient angulaire de l’asymptole est donc 1. La 
direclion correspondante est appelée direction asymp- 
{otique. 

Cette direction peut d’ailleurs être obtenue d’une 
façon différente. IEnvisageons la droite joignant 
l’origine O à un point M «de Ja courbe et la tangente 
en ce point M. Lorsque M décrit la branche infinie, 
ces deux droites tendent à devenir parallèles puisque 
leur point d’intersection s’éloigne indéfiniment. La 
tangente est alors la tangente à l’infini, et Ia direction 
de OM devient la direction asymptotique. Le coeîfi- 
cient angulaire de OM est obtenu en formant le 


Ι ᾿ 
quotient _ des coordonnées de M. On déterminera 


donc la direction asymptotique en prenant la limite 
do co quotient lorsque x croft indéfinim nt. 
Dans le cas de notre hyperbole, nous oh enons ἃ 


en divisant haut et bas par 2?, expression qui tend 
bien vers 1 lorsque æ devient infinie. 

Mais il ne suffil pas de connaître la direction asymp- 
tolique, il laut encore déterminer un point de lasyinup- 


tote. Considérons donc la droile de coefficient angu- 


ΝΡ ΠΝ Ὁ 


μὰς τα leurs. 


δ᾿’ ss Υ̓ 5 | Ι Ἰ ἢ à ἷ Ti 
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ÿ1 étant celles d’un point de Ia courbe, sont liées par 1 

laire 1 passant par un point de la courbe, de coordon- Maté | 
nées ZX, Y1 ; Son équation s'écrit : (xs — 1} 

Yi TOME 
ph τειν ἃ πταρ. He 


en remplaçant y, par cette expression, nous pouvons 
écrire : 


Supposons maintenant que le point x, y, s'éloigne 

à l'infini. La droile envisagée viendra se confondre 

avec l’asympiole el, à la limite, y représentera l’or- ᾿ 
ἷ donnée du point d’intersection de l’asymptote avec 
| OY ; il suffit, pour ohtenir celle valeur, de faire 


tendre x, vers + oo ou vers — οὐ «lans le second f 


| 
| membre, On voit qu’en divisant au préalable numéra- 
À teur et dénominaleur par x,, on trouve y = — 4. La 


| courbe admet la même asymplote lorsque x lend 


ὑλῶν vers + oo ou vers — wo. Cette asymplote, de coeffi- 

| cient angulaire 1 et qui coupe OY en y = — 4, cou- ; 
σ“ | pera OX en x = 4. Nous la traccrons facilement et 
Lerminerons la consiruclion de l’hyperbole (fig. 12). 


47. Autre méthode pour la détermination de l'asymp- 
| | tote. 
Fig. 12, : 
î On peut déterminer l’asymptlote par une méthode 
Nous |‘étermtnerons, son falensectlan |énge Βάξε, ON Ἵ différente, qui présente l’avantage d’associer en un À 


en anaulanl æ das celle équation ; nous oblenons ièine calcul la recherche de la direction asyinpiolique 


ainsi l’ordonnée y = y, — %. Les coordonnées x, el 


«il 


Ὰ L 4 Ἷ Ἢ ᾿ . ] r d τ' fus, ST 
D is À à es amies "0 «di - 14 à A A ὧδ απ A Le ls ἐδ ge ἰδ, ν ἐν. still de die ni 
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et celle de l’ordonnée du point d’interseclion de l’a- 
sympioie avec l'axe OY. Nous envisagerons deux 
points ayant même abscisse, situés l’un sur ja courbe, 
l’autre sur son asvymptote (1). Lorsque l’abscisse x 
tend vers l'infini, ces deux points se rapprochent 
infiniment l’un de l’autre et la différence de leurs 
ordunnées lend vers zéro. 

Éxaminons maintenant le rôle de l’équation d’une 
courbe : lorsque nous remplaçons la variable x par 
l’abscisse d’un point de la courbe, l'équation nous 
fournit l’ordonnée de ce point. Or, dans le cas d’une 
courbe et de son asymplote, nous venons de voir 
que, pour une même abscisse x, nous devons obtenir 
des ordonnées de plus en plus voisines lorsque x 
tend vers Pinfini. Les équations de la courhe et de 
son asymptole sont donc telles que les termes par 
lesquels celles se distinguent prennent de moins en 
moins d'importance lorsque x augmente. Ces termes 
Lendront vers zéro lorsque x ceroîtra indéfiniment. 

Mais l’équation d’une asympiote est celle d’une 
droite el, par conséquent. est de la forme : 

y = ἀξ + b. 

Pour qu’une courbe d'équation y =— ἢ (x) admette 
une asymptote, il faut dorc que son second mer bre 
f (x, puisse être mis sous la forme d'une somme com- 


-- τς αν 


(1) On suppose l’asymptiote non parallèle ἃ ΟὟ, 


POP 22288 ; 


dt dal 
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prenant un terme du premier degré ax, un terme 
constant Ὁ et des termes dont le nombre peut d'ail- 
leurs être infini (1), tendant vers zéro lorsque : tend 
vers l'infini. L'équation de l'asymptote est alors 
obtenue en ne conservant de f (x) que les deux pre- 
miers termes. 

Appliquons cette méthode à la recherche de la 
seconde asymptote de notre hyperbole. Nous pouvons 
écrire la fonction y, en développant le numératcur, 
que nous diviserons ensuile par le dénominateur : 

«32 — 2% 1 9 
ἀν Tirer Li ENre 
Lorsque x tend vers l’infini, le dernicr Lerme disparaît ; 
l'équation de l’asymptole est donc ς 
y = xz—4 
et l’on vérifie aisément qu’elle passe, comme nous 
Pavions trouve précédemment, par les poinis ἃ πὰ 0, 


y mm — 4elz = 4, y = 0. 


48. Etude de la fonction y = + Vz (x — 1). 
Cette fonction est représentée par une conique : 


en élevant les deux membres de la relalion au carré, 


(1) En général, lorsque la fonction considérée n'est pas 
rationnelle, on met / (x) sous la forme zx. P (5), P (x) étant 


1 
une série en — obtenue par le dévelippement de δίχα Marre: 
x 


(voir Ve feson), On lL'ou:cra une applicauiou de cette 
méthode dits l'exercice u° 64 


La à dr ne! 214 
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on obtient en effet une équation du second degré 
en x et y. La fonciion cesse d’exister pour les valeurs 
de x comprises entre 0 et 1, car ces valcurs rendent 
négalive l'expression placée sous la racine. Nous 
avons done affaire à deux branches de courbe dis- 
tinctes ; la conique à étudier ne peut être qu’une 
byperbole. Α chaque abscisse x inférieure à 0 ou supé- 
rieure à 1, correspondent deux points symétriques 
par rapport à OX. Cet axe est done l’axe {ransverse 
de l’hyperbole et les points æ = 0 et æ = 1 consti- 


tuent ses deux sommets. Les deux asymptotes se 
1 
coupent par conséquent sur l'axe OX, au point x — 5- 


I suffit dès lors de déterminer leurs coefficients 


angulaïres qui peuvent être considérés. nous l’avons 
» - LA y 

vu, comme limites du quotient π lorsque x lend vers 

l'infini Nous pouvons écrire : 


DATE Me ρος us 
fe É LEE 


E 4 Ψ HA 


expression qui tend vers Æ 1 lorsque x croîl indéfi- 
niment. Les deux cocfficients cherchés sont done 


+ 1 el — 1 ; l’une des asymptotes coupe l’axe OY 


: 1 1 
au point y «- nt. | et l'autre au point y = + 5 : Nous 


pouvons dès maintenant construire la courbe (fig. 13). 
Remarque. — En calculant les équations des 


asympiotes suivant la méthode classique, on aurait 
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été amené à développer la fonction y = + V φ (ἃ — 1) 
1\! 
qui s'écrit encore y = E x (Gi — LE La formule 


généralisée du‘binôme de Newlon, dont nous parlerons 


, 1 
dans la Ve Leçon, donne : y = - x (: M ie +.) 


Fig. 13. 
les autres termes de la parenthèse étant au moins du 
l 
second degré en π᾿ Les équations des asymploics 
1 
seraient alors : y = Ὁ —-—et y == —x + 59 


49. Branches paraboliques. 


Les courbes possédant des branches infinies de diecr- 


tion asymptotlique déterminée n’admettent pas toutes 


ἐ δὰ 
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es asymploles. L'exemple lc plus simple en est 
donné par la parabole, étudiée dans Pour comprendre 
le Calcul différentiel (n° 108). Représentons cette 
courbe par la fonction y = x? ; la dérivée est égale à 
y = 2x el tend vers l'infini avec x. La direction 
asymptotique est donc celle de l’axe ΟὟ. Si la para- 
bole admettait une asymptote, celle-ci serait forcé- 
ment une droite paralièle à ΟὟ et Ia courbe serait 
limitée vers la gauche ou vers la droïte. Or ce n’est 
pas le cas, puisque y existe pour toute valeur de x; 
la parabole n’'admet donc pas d’asymplote, ou, si l’on 
préfère cette expression, son asymplole esl rejelée à 
l'infini. 

De même, la courbe représentant la fonction du 
troisième degré y = x? — 3x, étudiée également dans 
Pour comprendre le Calcul dijfjérentiel (n° 110), n’admet 
pas d’asymptote. Mais la dérivée y” τῷ 8 a? — ὃ len- 
dant vers l’ifini avec x, la direction ΟὟ est direc- 
lion asympiolique de celle courbe. Ἡ en va de 
même pour toute courbe représentant un polynôme 
de degré supérieur. En raison de l’analogic qu'elles 
présentent avec Ja parabole, on donne aux branches 
infinies de ces courbes le nom de branches parabo- 
ligues. 

Notons qu’il existe des courbes, telles, les spirales, 
dont les branches infinies n’admeltent ni asympiote, 


ni direction asymplolique . 
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60. Application du calcui des maxima et minima d'une 
fonction. | 

Pour lerminer cette leçon, nous allons traiter cles 
applications pratiques de la lhéorie des maxima cet 
minima d’une fonclion. 

Vous écrivez sur une lable circulaire et vous êtes 
éclairé par une lampe électrique L suspendue au- 
dessus du centre Ο de la table. Un système de contre- 
pois vous permel d'élever et d’abaisser Ja lampe 
à votre gré. À quelle hauicur ἢ placerez-vous cells -ci 
pour obtenir le maximum de clarté sur votre feuille 
de papier ? Nous supposerons qu’un abal-jour sup- 
prime tous les effcis de réverbération que pourraient 
produire le plafond et les murs et nous lraitcrons le 
problème en considérant le centre M de la feuille, 
silué à Ja distance a du centre de la table (fig. 14). 

L’éclairement produit en un point d’une surface 
plane par une source lumineuse donnée cst, dune 
pari, inversement proportionnel au carré de la dis- 
tance de fa source, d'autre part, directement propor- 
tionnel au sinus de l’angle que forme ie rayon lumi- 
neux avec le plan de la surface. Nous voyons que si 
nous placions la lampe au niveau de la table, la dis- 
tance MI, serait la plus courte, mais, La Iumiëére 
arrivant tangenticllement sur la feuille, le sinus serait 


nul. Si, au contraire, nous élevions la lampe de plus 


en plus, la lumière finirait par arriver presque perpen- 


ms nt. ES 
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diculairement, mais la distance augmenterait Lou- 
jours davantage. Il existe donc une hauteur À opti- 
mum pour laquelle l’éclairement obtenu est le 
plus grand. 

Appelons x l’angle formé par les droiles ML et 


a Lu . 
ΜΟ. La distance M L est égale à ΠΕΣ ΤΠ el l’éclaire- 


ment, inversement proportionnel à M L, sera direc- 
tement proportionnel à cos? x, puisque «a cest une 
constante. Cct éclairement est d'autre parl propor- 
tionnel à sin ἃ ; il sera donc finalement proportionnel 


au produit : 
y = COS? x. Sin %, 


et c’est l’angle x rendant cette fonclion maximum 
qui nous donnera le résultat cherché. 


Calculons la dérivée g’ ; en posant : 


U = COS ZX, D = sin Ζ, 
nous oblenons : 
ιι' = --- 2 cos x sin x, D = vos T 
d'où: y=uv +uv’ = —2 cos x sinx { cos x 


æ (05 Z (cos? x —- 2 sin? x). 

La dérivée s’annule avec chacun des deux facteurs. 
La solution cos ἃ = Ὁ donne x = 90° ; la lampe est 
éloignée à l’infini et cette solution doit être écartée. 
Mais lorsque l’expression placée entre parenthèses 


est nulle, on peut écrire : 


ra À Sin? x 1 * 
2 SIN? Z τὰ COS? x, d’où mn et 
cos? αὶ 2 


te de ἂν 
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le premier membre éiant égal à (g2x, nous oblenons : 
1 
tg T = = 0 
V2 


La hauteur ἢ s'écrit alors : 


h'= jai tg δ᾽ = MES 
v2 


En prenant ὦ = 1 m., on obticndrail : ἢ = 0 m, 71. 


51. Autre application. 

Supposez que vous possédiez un vasie domaïîne 
situé au bord d’un canal recliligne. Votre demeure 
est construite en O à 200 m. du canal (fig. 15) οἱ vous 


L Te 


a 0 


Fig. 14 Fig. 15. 


avez l'habitude d’uliliser un canot automobile pour 
vous rendre à une Jocalilé L distante de quelques 
kilomètres. Où amarrcrez-vous voire bateau pour 
aller de votre maison à cette localilé dans le temps 
le plus court, si vous marchez à une vilesse » et 
si votre canot vous permet ce réaliser une vitesse 


moyenne V ? 
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Vous êtes sans doute ienté de répondre qu’il faudra +) \ ον Ë 

amarrer le bateau le plus près possible de la maison, 6 deux termes qui restent par ON” de sorte que nous 

c’est-à-dire au pied de la perpendiculaire O M abaissée 1 aurons à éludier la fonction : à 

de la maison sur le canal. Maïs supposez que vous ' D. - ν υ. tg æ. ᾿ 

déplaciez le point d’aittache de 2 m. vers L ; votre | He Ν 

trajet sur l’eau en scra raccourci d’autant. Un bref Pour déterminer le minimum de y, Ὁ} laut annuler 


« 


caleul montre que le parcours à pied est à peine 
augmenté de 1 cm, Vous avez donc avantage à reporter 
le point d'altache vers L. ἢ est évident que vous ne 
lc déplacerez cependant pas jusqu’en L ; ἢ] exisle 


la dérivée y’, qui s’écrit : 


" L] ? si ΟΝ 
DE ma PE CSS AE ἘΞ ΤΩ 
COS ὦ - COS? x 
2 | v 
La dérivée est nulle pour : sin x = ---- 


APTE ODEmEEn ON one IE SOS | Cette racine étant unique, elle correspond forcé- δι 
See | ment au minimum cherché. La condition écrite déter- 1 
1t 7 a {or 3 , | 110 : > r ! 
Soie en el το PAT σου Ir QE ἀν ERLOR | mine donc le point P ; nous remarquerons que l’angle ᾿ 
οἱ {la distance de M à 1,. Le temps employé à aller | A Ebendihetde 14 Marat ΟΜ 
La eg A AE ] Nous examincrons l'exemple numérique suivani : 4 
Re SHMQR © o = 6 km/h, V — 30 km/h, ΟΜ = 200 πὶ; A 
ν υ. COS Æ ᾿ ᾿ ᾿ 
| on oblient : 
el pour aller de P en L : 6 ᾿ 
l— MP, 1—0M.îgz | sin ὦ — 30 — 0,2, d’où : æ - 1103’ a 
40 V Ψ V 2 1 et : à 
Le temps tolal s'exprime donc au moyen de la | | M P = 200 m x ig11032° —200m x 0,2041 — 40 m. 82. DA 
ΓΝ ΠΟ MERS ΟΜ Ι OM ] Le point d’atlache devra donc être situé à une Ἢ 
AU MS pen LL er Ν δὰ ἂ LUE A eu : LE" ee Te ἢ 

ΠΡ Αδ ον τς ἄνα δὴν + Ὸφ ν ᾿ 4 quarantaine de mètres du pied: de la perpendicu 


qui admet même minimum que la fonclion obtenue 


ἱ 
en relranchanti le lerme constant τ᾿ Nous pouvons 


encore, sans rien changer au résultat, muliipher les 


laire. Ajoutons que le gain (6 temps ainsi réalisé 
est minime et que le seul intérêt de ce problème est 
de nous avoir fourni. une application allrayante de 


notre théorie. 


| 


ὦ 


ΒΤ : Aa = heal SOA LAS dE ll Er Se Nc qu Diet ᾿ " 


[A 
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ÉTUDES DE FONCTIONS ET CONSTRUCTIONS 
DE COURBES. POINTS D’INFLEXION 


52. Etude de 18 fonction y = 2. 


Cette fonction est du troisième degré. Elle tend 
avec æ vers — oo et vers + οὐ, mais n’admel pas 


Tu LS 


Fig, 16, 


d’asymplole ; nous en avons fait la remarque à ἴδ 
lin de la précédente leçon (n° 49). D’autre part, 0118 
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/ 


s’annule pour ἃ = 0. La dérivée y” = 3 x? s’annule 
également en ce point. S'agit-il d’un maximum ou 
d’un minimum ? Nous savons que «aus le premier 
cas la dérivée doit passer du signe + au signe — et 
dans le second du signe — au signe +. Or, notre 
dérivée ne change pas de signe ; elle s’annule à l’ori- 
gine mais esl constamment positive avant et après. 
La fonction est donc croissante, aussi bien pour les 
Valeurs négatives de æ que pour les valeurs positives. 
Sa courbe représentative (fig. 16) admet l’axe OX 
comme langente à l’origine, puisque la dérivée est 
nulle en cc poïint, et, la fonction étant croissante 
avani el après, la courbe traverse sa tangente. Un tel 


point esl appelé point d'inflexion. 


53. Points d'inflexion. 


Nous voyons ainsi que lorsque la dérivée d’une 
fonction s’annule, il peut se présenter 3 cas diffé- 
rents : maximum, minimum, point d’'inflexion. Dans 
chacun d’eux, la langente est parallèle à OX et la 
fonction est dile stationnaire. 

Mais la notion de point d’inflexion est beaucoup 
plus générale. Une courbe peut présenter un point 
d’inflexion sans que In langenle correspondante 
soit parallèle à OX. Un exemple très simple nous est 
fourni par la fonction y = a — 3x éludiée dans 
Pour comprendre le Calcul différentiel (n° 110). La 


Br. — Four conlinuer Je Calcul différ. 7 


P - DE re 
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courbe correspondante iraverse en eflel sa tangente 
à l’origine ; l’origine est donc aussi un point d’in- 
flexion pour celte courbe (fig. 17). 

D'autre parti, la notion de point d’inflexion diffère 
esserticllement de celle de maximum ou de mi iimim. 


Cette dernière se rattache en effet à l’élude de la fonc- 


tion et non de la courbe elle-même. Supposons par 


exemple que nous repérions la courbe de Ja figure 17 


au moyen de nouveaux axes O’ Χ' et Ο’ Ÿ’”. Elle Ὁ 


cessera alors de représenter la fonction y = αἢ — 3x 
pour en représenter une autre. Cette nouvelle fonc- 
tion admeltra un maximum el un minimum qui ne 


correspondront plus aux points Α et B, mais à des 
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points € et D différents. Le point O restera au con- 
taire point d’inflexion car Ja courbe continuera à 
traverser sa tangente en ce point. Ce dernier cons- 


tilue donc une caractéristique de la courbe elle-même, 


caractérislique dîte intrinsèque, qui ne dépend pas 
du système d’axes utilisé. 

Suivons la courbe en partant de la branche infé- 
ricure, comme nous suivrions une route sinueuse. 
Jusqu’en O, la courbe tourne à droite. L’inlérieur du 
« tournant » est dirigé vers le bas de la page ; en Ian- 
gage mathématique, nous dirons que la courbe {ourne 
sa concavilé vers les Ὑ négatives. À partir de O, et en 
continuant vers Ja branche ascendante, on tournera 
vers Ja gauche ; la courbe tourne sa concavité vers les 
ÿ positives. Au point O, on cesse donc de tourner à 
droïle pour tourner à gauche. 

Notons encore la différence qui existe entre le 
point d’inflexion © οἱ les points A et B représentant 
respectivement un maximum et un minimum : Si 
nous comparons nolre figure à une carie orientée, 
le point A correspond à un point situé plus au nord 
οἱ le point B à un point silué plus au sud que les points 
environnants. Si nous ne possédons pas de boussole, 
nous ne nous en apercevrons pas en suivant la route. 
Au contraire, en passant au pointe (Ὁ, ous remarque- 
rons facilement que la route cesse de tourner à droile 


pour tourner à gauche. 
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54 Détermination des points d’inflexion. 

Nous allons voir maintenant comment le Calcul 
différentiel permet de déterminer les points d’in- 
flexion. Jusqu’en O, la courbe de la figure 17 tourne 
à «droite ; cela revient à dire que la tangente en un 
poiut M de la courbe tourne à droite lorsque M 86 
rapproche de O. Le coefficient angulaire de la tangente, 
c’est-à-dire la dérivée y’, décroit. Or, nous pouvons 
affirmer avec certitude que y’ décroît, et que par 
conséquent la tangenite tourne à droite, lorsque sa 
propre dérivée μ΄ (dérivée seconde de y) est négative. 

Ainsi, première constatation. 

Lorsque la dérivée seconde y” est négative, la 
courbe tourne sa concavité vers les y négatives. 

Lorsqu'au contraire y” est posilive la dérivée y° 
croît et la Langente tourae à gauche. G’est le cas pour 
l’autre branche de notre courbe. Deuxième consta- 
talion : 

Lorsque la dérivée seconde y” est positive, Ja 
courbe tourne sa concavité vers les y positives. 

snfin, nous voyons que le point d’inflexion Ὁ 
correspond à un minimum de y’. Inversement 
lorsque y’ passe par un maximum ou un misimum, 
la courbe présente un point d’inflexion. Ceci se pro- 
duisant lorsque y” Ss’annule en changeant de signe, 


NOUS pouvons finalemens énoncer : 


Lorsque la dérivée seconde y” s'annule en chan- 
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geant de signe, la courbe présente un point d'in- 
flexion. 

Nous allons appliquer celle dernière propriété 
au cas particulier où [a fonction cest stalionnaire et 
la dérivée premiére nulle. Nous pouvons en cffet 
compléter de la façon suivante la règle établie au 
n° 180 de Pour comprendre le Calcul différentiel οἱ 
rappelée au début de la précédente leçon : 

VA OS AN LS PO CEMATLIRILIMN 
ΞΘ πε πιἢιὶ 
ἢ τα 0, y" = 0: point d'inflexion. 

Π est Dicn entendu, dans le dernier cas, que la 
dérivée seconde s’annule en changeant de signe. 
Nous reprendrons et approfondirons ees questions 
dans ἴα leçon suivante lorsque nous serons mieux 
outillés. 


55. Etude de ja fonction y — 1° --- 3 2. 


Nous allons faire cette élude en ulilisant les nou- 
velles connaissances que nous venons (l'acquérir. 
Calculons donc les dérivées première et seconde de 


la fonction y. On trouve : 
Were 8 222. (ὦ 
et, en dérivant cette expression : 
y" = 6x —6. 


Revenons à la fonelion y clle-même. Elle lend 
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avec æ vers —- co ΟἹ Vers + oo. On peul en effet la 


mettre sous la forme : 


Ὁ 
y == à (: -- =): 


on voit que le premier facteur a même signe que x 
et que le second tend vers l’unité. Nous savons d’autre 
part que la courbe correspondante n’admet pas «&’a- 
symptoile. puisqu'elle repré:enite un polynôme du 
troisième degré (voir n° 49). 

La fonction y s’annule pour ἃ = 0 et ἃ — 3 ; déter- 
minons les tangenies aux points correspondants. 
Pour x = 0, on a y = Ὁ; la tangenie se confond 
avec l’axc OX. Pour x = 3, on oblient y” = 9 ; l’équa- 
lion de la tangente en ce point s'écrit donc : 

y = 9, (x — ὃ). 

Remplaçons ἃ par 3,5 ; nous trouvons : y = 4,5. 
La langente passe donc par le point x = 3,5, y = 4.5, 

Etudions maïntenanl Ja variation de Ja dérivée y”. 
Cetle dérivée s’annule pour x = 0 οἱ pour 3 2 — 6 = 0, 
c’est-à-dire ἃ = 2, Lille est négalive entre ces racines 
et posilive en dchors ; la fonction est donc croissante 
de x = — oo à à = 0, décroissante de x = θὰ αὶ = 2 
οἱ de nouveau croissante de x = 2 à x = + ©w.La valeur 
z = Ὁ correspond ainsi à un maximum de la fonction, 
d’ailleurs nulle en ce point comme nous lavons vu. 
La valeur x = 2 correspond à un minimum ; on à : 


ym—. 


δου 24 TA δ. ἢ 4 PONTS δ Ν 


MC ΤΊ ΤῊ ΒΕ CAN + 
| 0 u 


4 
ee 
4 
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Envisagcons enfin la dérivée seconde. Elle est 
nulle pour ἃ = 1, négalive pour x < 1, posilive pour 
x > 1. Enire x = — el x = 1, la courbe tourne 


Υ 


1N 


sv... 


Fig. 18. J 


sa concavité vers les y négatives, entre x = 1 et x = 
+ co, vers les y positives. La valeur ἃ: τς 1 corres- | 
bond à un point d’inflexion d’ordonnée y = πο ἃ; 


: 
ἔν". «ὦ Eve LA , Ga 5 ᾿ à A a ’ + ἐ ἡ" Ὁ Lg 
À s 25h dim dis Δ΄ δὲ φ εἰδὴ. (ἔν NPTUES UN. D Lei Ὡ.» δ, δι ΚΝ. SSL dom2t- à νυ La At sais rs ii tite 
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la langente en ce point admet le cueificient angulaire 


y = -—— 3 et ἃ comme équation : 
y+2=—3({x—1) 
Elle coupe donc laxe ΟΟ au point d’ordonnée 
1 -Ξ 1: 
Nous formerons le lableau de variation de la fonc- 


tion ct construirons la courbe (fig. 18). 


τ — οὐ 0 1 2 3 τὼ 
y ΑἿΣ 0 — 2 ---4 0 A2 
μ΄ + 0 -- 0 Ὁ 

ΚΕ | — 0 + 

Tire croît max. décroîl RC 


Courbe 


conc. y nég. ἱπῇ. conc. y pos. 


x 
56. Étude de la fonction y — ne ΤΉΝ 


La fonclion y tend vers + « lorsque x tend vers 
— Ο où Vers + © ; la courbe n’admet pas d’asymp- 


tote. La fonction s’annule avec ἃ οἱ avec Lie 1, 
c’est-à-dire pour x = 0 οἱ x = 4. lle est négalive 


entre ces racines, positive en dehors. 
Les dérivées première el seconde s’écrivent : 
y = 2 — 43 x, 


y = Ja — 6%. 
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Pour æ = 0, y’ s’annule, ainsi que y” qui change 
de signe ; le point correspondant est un point d'in- 
flexion, Pour ἃ = 4, y" est égale à 16 ; cette Valeur 


| 
| 
| 


JC 


, 7 \ 


Fig. 19, 


représente le coefficient angulaire de la tangente 
en ce point, 

Déterminons maintenant le signe de y’ pour les 
différentes valeurs de la variable. La dérivée s’annnle 


pour æ = θ οἱ x = 3; lorsque x Lend vers — ©, y° 
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prend le signe de +, c’est-à-dire le signe —. Ainsi, 
de æ - —- o à x — 0, la dérivée est négative. Elle 
s’annule à l’origine mais ne change pas de signe ; 
elle est encore négative de x = θὰ x = 3 Dex -ῷὸῊ ὃ 
ἃ ἃ = 
+ co 


de — w à lorigine ; elle est stationnaire en ce point, 


+ œ elle est posilive, puisqu'elle tend vers 
avec x. La fonction est donc décroissante 


puis décroît à nouveau jusqu’en ἃ = 3 où elle prend 
sa valeur minimum y τῷ — 6,75. Elle est ensuite 
constamment croissante. 

Eludions enfin le sens de la concavité de la courbe. 
L’équation y” = 0 admet, outre l’origine, la racine 
æ — 2. La courbe présente donc encore un point 
d’inflexion pour ὦ = 2. La dérivée seconde étant 
négalive entre ces deux racines et positive en dehors, 
la courbe tourne sa concavité vers les y positives 
pour les valeurs de x intérieures à 0 ou supéricures à 2, 
vers les y négatives pour les valeurs de æ comprises 
entre 0 el 2. Calculons encore f’ordonnée du second 
point d’inflexion et le cocfficient angulaire de la tan- 
gente correspondante. On oblient g == — 4 et y = 


— 4 ; l’équalion de cette langente s'écrit : 
y + 4 = — 4. (x — 2) 


et, en remplaçant y par 0, on trouve æ =: 1. C’est 
donc en ce puint que la langenule d’inflexion coupe 
l'axe OX, 


ιν 
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Nous pouvons dès lors dresser le tableau suivant 


et construire la courbe ifig. 19). 


x — co 0 2 3 4 + co 
y + æo 0 — 4 — 6,75 θ + 
y — [0 — 0 - 
Yi τὰ 0 ee 0 ua 
Fonction | décroît  slat. décroît min. croît 
( ourbe c. y pos. nl ὦ. ynég inf conc y pos. 
57. Étude de la foncti "58 
x ude de onction 1) = —-—7. 
ï 9 (x — 2} 


(οἴ fonction existe pour Loule valeur de la variable 
sauf pour ἃ = 2. Elle ἃ même signe que x, le déno- 
minateur élaul constamment positif ou nul ; y est 
donc négative pour æ < ὁ et posilive pour ὦ > 0. 
Nous voyons ainsi que Ja fonction tend vers + τ 
lorsque ἃ se rapproche de 2, soil par valeurs infé- 
rieures, soil par valeurs supéricures à 2. D’autre part, 
y S’annule en même temps que x et tend vers 0 lorsque 
æ tend vers — co ou vers + «, car le dénominaleur 
esl de degré supérieur au numérateur. Celle propriété 
s'établit, nous l’avons vu maintes jois, en divisant 
numérateur et dénominaleur par une niême puissance 
de 2, ici par 2. L'étude du signe de y nous montre 
en outre que la branche infinie de gauche est située 


au-dessous de son asymptote OX et la branche de 


droite au-dessus, 


᾿ AN ΐ 
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Pour obtenir plus de précision dans le tracé de Ja 
courbe, calculons les dérivées première el seconde. 
Nous poserons : 

u = 12 x, U = (x — 2} 
d'u eu 2Ξ. 19 v'= 2 (x --- 2) 


et, en divisant haut et bas par ἃ — 2 : 


; u'v—uv Ἢ x + 2 
Dre p® LT ART: (x — 2ÿ ° 


Dérivons encore cetle cxpression, en posant main- 


tenant : 
u=—12(x + 2), v = (x —. 2} 
d’où : 1° = — 12, D = 3(x— 2) 


et, en divisani haut et bas par {x — 2}? : 


y — 24 Tan # 
(x — 2) 

La dérivée y’ s’annule lorsque ἃ = — 2; nous 
avons là 16 minimum que l’élude de y nous faisait 
prévoir. La dérivée change également de signe lorsque 
ἃ = 2. La fonction est donc décroissante de x = — ὦ 
à Σ = — 2, croissante de x = — 2 à x -Ξ 2 el décrois- 
sante au-delà. 

La dérivée seconde y'” est négalive pour x < —- 4 
et posilive pour x > —- 4. La courbe iourne donc sa 
concavité vers les y négatives dans le premier cas, 
vers les y positives dans le second. Elle présente un 


point d’inflexion pour ἃ = — 4. 
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Calculons quelques valeurs de y. Pour ὦ = --- 3, 6n 


3 4 
obtient y = — τ pour ἃ τῶ — 4, ἢ = —et le coeffi- 
JD 


" 
cient angulaire de la tangente d’inflexion est y” == — δ᾽ 


16 
Celle-ci coupe l’axe OY au point d’ordonnée Fra 


Enfin, [a langenle à l’origine a le coefficient angu- 


Fig. 20. 


laire y” - 3. Nous en savons suffisamment pour 
conslruire la courbe, qui admel deux asymplotes, 
l'axe OX el la parallèle ἃ OY d’abscisse ἃ = 2 
(fig. 20). 


x — ὦ —4 —2 0 2 + © 
4 93 
᾿ 0 — — TA 0 + © | + oo 0 
ἜΝ MAT" γι RE 

y ES 0 ae τ 

1714 LS Ait 0 εν ul 
l'onction décroît min. croît décroît 
( ourbe c. Ν πέρ. | inf, conc. y pos. | conc. y pos. 


58. Étude de la fonction y = x (x — 4) (x — 9}, 


Cette fonction exisle pour toute valeur de x. Elle 
s’annule lorsque x est égal à 0, à 2 ou à 4 ; Ice troisième 
facleur étant constamment positif ou nul, le signe de 
y ne dépend que des deux premiers. La fonction est 
dunc négative entre ἃ = 0 el x = 4 el positive en 
dehors de cet intervalle. Elle lend par conséquent 
vers + οὐ lorsque x end vers —— o ou vers + οὐ. 
Le quotient Ÿ tendant également vers l'infini, la courbe 
admet la direclion asymptlotique parallèle à ΟὟ (voir 
n° 46) ; on voit qu’il ne peut pas exister d’asymptote 
dans ces conditions, puisque l'intervalle de varialion 
te la fonction n’est limité ni à gauche, ni à droite. Les 
brar ches jufinies ὧδ Ja courbe sont donc paraholiques. 


La dérivée 4 été calculée au n° 13 ; elle s’écrit : 


LS ae es 
U [--- FE s 1.7 y π΄ δ 
Vt—2 
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La dérivée s'annule lorsque 2? — 4x + 3 = 0, 
c’est-à-dire pour ἃ = 1 οἵ x = 3, ; elle devient infinie 
pour ἃ — 2. Le numérateur est négatif entre x = 1 
et ὦ τὸ 3, positif en dehors ; le dénominateur est 
négatif pour x < 2, positif pour x > 2. La dérivée 
est donc négative de ἃ τῷ — o à x τα 1, posilive de 
x = 1à x τῷ 2. négative de x = 2 à ἃ - ὃ et, enfin, 
positive au-delà. Ainsi, la fonction va tout d’abord 
décroîlre : elle passera par un minimum pOur Æ = 1, 
puis croîtra jusqu’en x == 2. En ce point, la dérivée 
est infinie, et, par conséquent, la tangente parallèle 
à OY. Si la fonction continuait à croître, ce point 
serait un point d’inflexion, mais il n’en va pas ainsi ! 
de x = δὴ x — 3, la dérivée est négative et la fonction 
décroft. Le point de la courbe correspondant à x = 2 
est un point de rebroussement. En x τὰ 3, la fonction 
est de nouveau minimum, puis croît constamment 
lorsque x augmente indéfiniment. 

Nous ne caleculerons pas la dérivée seconde de notre 
fonction, car clle ne nous apporterail pas de rensel- 
snement nouveau. Nolons cependant que la courbe 
tournant constamment sa concavité vers les y positives, 
la dérivée seconde doit être constamment positive 
(ou exceplionnellement nulle), Nous remarquons 
ainsi que, contrairement à ce qui se passe en un point 


d’infiexion, la dérivée seconde ne change pas le signe 


en un point de rebroussement. On reconnaît un point 
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“ 


de rebroussement analogue à celui que nous venons de 
rencontrer au fail que la dérivée première devient infinie 
el change de signe. 

Calculons les deux valeurs minima de la fonction ; 


| Y 


pe -- τῶν 


Re ΟΣ 


Fig. 21. 


on trouve y = — 3, ἴδῃ! pour x = 1 que pour  -- 3. 
On remarque d’ailleurs que dans notre exemple la 
tangente de rebroussement est axe üe symétrie de la 


courbe. Par ailleurs, le coefficient de la langente ἃ 
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l’origine est y” = — 6,35 et celui de la langente en 


ᾧ = 4 οδὲ y" = 6,35. Conslruisons la courbe (fig. 21). 


æ|l—oœo 0 1 2 8 4 + 
y| + Ὁ —3 0 — 3 0 FE 

ψ ΤΑΝ Ιδι στ Ὁ  Αἰθευτον ΟΠ 
Foncel of décroft min. crofl Te ie Te 


59. Détermination d'une fonction du troisième degré. 
Soil la fonction du lroisiéme degré : 
1). =var + Dix “+, cr “+ di 


Nous nous proposons de déterminer les valeurs 
numériques qu’il faul donner aux coefficients a, b, c 
et ὦ pour que la courbe représentant 4, οἱ dont nous 
connaissons déjà l'allure (voir n° 53), passe par l’ori- 
gine, présente un point d’inflexion pour æ = 2 el un 
point d'ordonnée maximum x = 1,y — 4. 

La courbe passant par lPorigine, la fonction y 
doit s’annuler avec x ; la constante d est donc nulle 


et l'expression de y se réduit à : 
y = a + bat + ex, 


dont les dérivées première el seconde sont 5 


VA να -|. ὁ, 


\ 


y" 6 TT) 01. 


Berr, — Four continuer le Cnlicul diftér. a 


= 
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La valeur x τὸ 2 correspond à un point d’inflexion 


et annule par conséquent g” ; nous obtenons : 


6ax2+2b—=0, d'où: b=—6a«. 


Portons cette valeur de b dans les deux premières 
équations ; nous pourrons écrire : 
y = a(x — 6x?) + cr, 


y = 3 a (x? — 4.) -ἰ- c. 


Lorsque æ — 1, la fonction prend la valeur 4 et sa 
dérivée s’annule, puisqu'il s’agit d’un maximum, 
Nous écrirons donc, en remplaçant τὶ, y, ἢ respecti- 
vemenL par 1, 4 et 0 : 

a(i—6) + c = 4, 
3a({l—4) +c=0, 


et, en retranchant membre à membre : 


απ τε, d'où : ἃ -ΞΞ Ί. 


La dernière équation nous donne : ce — 9: nous 
ob'enons d’autre part : ὃ τὸ —6a = — 6, La fonc- 


tion s'écrit donc : 


y Ξε α —6Gxr +97. 


Cette fonclion varie avec æ de — ὦ à + s. Nous 
savons déjà que la courbe passe par l’origine, aiceint 
le point maximum æ τὸ 1, y = 4 οἵ présente un point 


d'inflexion pour æ = 2. Décrmiaons encore le point 


minimum ; avec les valeurs que nous avons oblenues 


LE 


---- -- δ᾽. ee ge δ. δ΄ 
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pour les coefficients, nous pouvons écrire l’expression 
suivante de la dérivée : 


y = 32 — 12% 9. 


La première racine de y” = Ὁ élant par hypothèse 


r--tostm-—-——m————— 


! 


EN at “το ...ῸᾷῸὔὈὖοϑρὖῦὔῦ.-.-....τ-τοὧσὔὧἋνἋν..-.-----ςς.---- 


| 


Fig. 22. 


en 1, divisons le second membre par x — 1 ; nous 
oblenons ainsi Ie quotient 3 æ — 9. La seconde racine 
de y τὸ 0 se délermine en annulant ce quotient ; 
c’est + — 3 el la valeur correspondante de Ja fonction 


est y — 0. D'autre part, Fordonnée du point d’in- 
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flexion est y — 2 et le cocfficient de la tangente cor- 
respondante y — — 3. Nous pouvons donc lracer 


la courbe (fig. 22). 


1 + cos x 
1 — cos x 


60. Etude de la fonction y — (1). 


Nous voyons qu’en remplaçant x par Fexpression 
æ + 2 x, la fonciion y ne change pas de valeur ; nous 
savons en effet que cos (ὦ + 2 x) = cos æ. Cette fonc- 
lion esl dite périodique : elle reprend la même valeur 
lorsque la variable augmente de la quantité 2x. Il 
nous suffit donc de faire l’étude de y dans l’inlervalle 
compris entre ἃ = 0 οἱ ἃ = 27%. 

Pour chacune de ces deux limiles, cos x est égal 
à l’unilé ; le dénominaleur s’annule et y cesse d'exister. 
L’axe OY et sa parallèle d’abscisse ἃ = 2x consli- 
LuenL tous deux des asymploles de la courbe. D'autre 
part, le numérateur s’annule lorsque x = 7, cos x 
prenant alors Ia valeur — 1. ERemarquons encore 
que la courbe est tout entière siluée au-dessus de 
JVaxe OX, car numéraleur et dénominateur sont 
constamment posilifs où nuls, la valeur absolue de 


cos æ élant au plus égale à l’unité. 


(1) Cet exercice et le suivant s'adressent aux élèves ayant 
déjà étudié les fonctions trigonométriques. }} est bon, avant 
de les traiter, de revoir la dernière leçon de Pour comprendre 
la Trigonomé(rie. 
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Calculons les dérivées première et seconde ; nous 


posons : 
ι τῷ 1 + cos x, U = 1 — cos x, 
d'où: ει πα — sin x, D" Ξε 510,5: 
,  UU—up  —sint(i—cosx) —sinxz(1 -Ἐ cost) 
ÿ v? Gi (1 — cos x} 
; — 2 sin x 
y 


“  - - cos 4) 
Pour calculer la dérivée seconde, nous posons ? 
U πα —25sinxX, » = (1 — cos x)° 
d’où: u=—2cos xt, νυ — 2 sin αὶ (1 —- cos ©), 
et, après division du numérateur et du dénominateur 
par 1 — cos x : 


#1 


— 2 cos αὶ (1 — cos x) + 4sin?x 
(1 — cos x} À 


Nous pouvons remplacer sinfx par 1 — cosx en 
ver.u de Ja formule : sin? x + cos? æ — 1 ; nous écri- 
rons donc : 

COS? Z + cos r — 2 
(1 — cos x} 


41 ΓῚ 


La valeur absolue de cos x étant au plus égale à 1, 
le dénominaleur du quotient est constamment positif 
ou }}}} et le numérateur constamment négatif ou nul. 
En tenant compte du coefficient — 2, nous voyons 


que μ᾽ est toujours positive ou nulle. La courbe tourne 


donc 98 concavité vers les y posilives. 
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L'expression de la dérivée première y” nous montre 
d’aulre part que celle-ci s’annule avec sin æ pour 
x = πὶ ; nous aurons là un minimum car y” est posilive. 


a MP AR 
SIC 2 SX X 
ΣΝ 2 


Fig. 28, 


Calculons enfin quelques valeurs intéressantes de ἢ 


et de y° : 

τ LI 
pour ἃ - ΓΝ Ο 8: 51 2. τΞΞἮἭ 1, 6051: ΞΞ ), 
d’où : y=d, y=—2; 

JT : 
ΡΟ Z=——, ΟΠ 8: 51) 1 πὸ --- Ἴ, (08 ἃ = 0, 
d’où : U = À, μ᾽ =)2 » 


Nous construirons alors facilement Ja courbe en 


en Sn 
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reproduisant Ja branche que nous venons de déter- 
miner dans les différents intervalles compris entre 
2x cet An, enlre 4x et 6 x, cie. Nous voyons ainsi 
que toutes les parallèles à ΟὟ d’abscisses 2 x, 1 x, 
6 x... où — 27, — 47, — 6 π,... soni des asymptotes 
de la courbe (fig. 23). 


61. &tude de la fonction y — (1 + sin x) (g x. 


Geite fonction, comme celle que nous venons d’étu- 
dicr, est périodique et admet la période ὃ. x. Nous 


DT 


ROLE τι 
léludierons dans l'intervalle compris entre 5: οἱ 
4, 


— 


T b s 
Lorsque x τὸν, l'expression placée entre parenthèses 


prend la valeur 2, mais La x devient infinie. La fonction 
n’exisle donc pas pour celle valeur de la variable ; 
elle Lend vers — © lorsqu'on s’en rapproche en res- 
ant dans l'intervalle que nous avons défini, car [Ὁ x 
est négalive dans le ceuxiëme quadrant du cercle 
trigonométlrique. Lorsque x æ 7, la pareuihêse 
preud la valeur 1 6 tg x s’annule en passant du signe 


— au signe + ; la courbe traverse l'axe OX en s’éle- 


37 rt 
Vani. Pour ἃ = ——, la parenthèse s’annule el tg æ 


devient infinie ; la fonction y, égale an produit de 0 
el de co est indéterminée, Nous allons lever cette 


iudélermination, c’est-à-dire chercher la valeur de y, 
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en mettant cette fonciion sous une forme différente. 
Nous pouvons écrire tout d’abord : 


ἣν» (1 + sin x) sin x 


COS ὦ , 


y 


et, en multipliant haut el bas par 1 — sin x: 


(1 — sin x) (1 + sin x) sin x 


y (1 — sin x) cos x zx 


sin Ὁ (05 αὶ 
1 — sin x 


car : (1—sin x) (1 + sin x) = 1 — sin? x = cos? x. 
3 
Nous voyons dès lors que lorsque x — S- , la fonc- 


{ion y s’annule, car le numérateur est égal à 0 et le 
dénominateur à 2 ; la courbe traverse OX en se diri- 
geant vers le bas. Lorsque x = 2 x, on a 1 - sin x = 1 
et ἰῷ x s’annulc en passant du signe — au signe +. 
La courbe traverse à nouveau OX en se dirigeant 


ὅπ 
vers le haut. Quand x, enfin, s'approche des 


y croît indéfiniment. La parallëéle à ΟὟ correspon- 


3 


dante est une asymptoie de la courbe. De lauire 
côté de celle asÿmptote on retrouverait une branche 
semblable à celle que nous venons d'étudier. 


La dérivée y” a élé calculée au n° 26 ; elle s’écrit : 


Hi 1 + sin T— 515 ὦ 


1 — sin αὶ 


Les valeurs de αἱ annulant la dérivée sont obtenues 
en posant : 
1 + V5 


1. + sin αὶ — site 0, d’où: sin x — 5 


| 


Cl 


ÉTUDES DE FONCTIONS. POINTS D’INFLEXION 111] 


Seule la racine correspondant au signe --- et dont 
la valeur décimale est sin αὶ — 0,61803, est inférieure 
à 1 en valeur absolue et correspond à des valeurs 
réelles de x. Il suffit de chercher celles-ci dans une 
Table de lignes trigonométriques;.on obtient comme 


᾿ π π᾿ L 
valeur de x comprise entre -— et ἃ Ὁ est-à-dire entre 
Δ 


900 et 2700 : x — 2180 10’ 20 ; comme valeur com- 
δπ ; ὅπ 
112 


x —= 3219 49° 40”. L’allure de la courbe, que nous 


prise entre , c’est-à-dire entre 2700 et 4500: 


avons déjà indiquée, nous montre que la première 
de ces valeurs correspond à un maximum, la seconde 
à un minimum. 

Détcrminons la dérivée seconde ; nous posons : 
U = 1 - sin tr — sin? x, 
d’où : 


U τὸ cos TL — 2 5$sin LcCos αὶ 


v το ἴἵ — sin x, 


υ" - — COS ὦ, 
= (05 € (1 — 2 sin x), 
et : 
γ' -- SEA —2sinx)(1—sinx) +-cos2(1 +sinæ —sints) 
᾿ (1 — sin x)! 


Le numéraleur est nul, 


soit lorsque : cos æ = 0, 
soil lorsque : 

(1 —2 sin x) (1 —-sin x) + 1 + sin τ — sin x = 0, 
c’est-à-dire lorsque : 


sin? 4; +4 2 (1 — sin x) -= 0. 
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Cette équation ne peut pas être vérifiée car ses deux 
termes, constamment posilifs ou nuls, ne s’annulent 
pas simultanément, La seule valeur de la variable 


annulant y” esl donc donnée par cos x = 0 et est 


Fig 24. 


égale, dans l'intervalle éludié, à x — . ; le point 
correspondant est un point d’inflexion. 
Délerminons encore quelques points et queiques 
tangentes. En son maximum, la fonclion est égale 
à:y = 1,27 en son minimum à :y = — 1,27, Un calcul 
assez rapide permel. d’ohlenir ces résultals à partir 
des valeurs données par une Table de lignes 1rigono- 


mélriques. D'autre part, le ecoeflicient angulaire des 
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tangentes aux points + = x el x = 2x est y — 1 
et celui de la Langente d’inilexion μ΄ = — 0,5. 

Dressons le tableau (6 la variation de y ct cons- 


truisons la courbe (fig. 24). 


x | 900 1800 2189, 2709 3210... 3600 4500 


y|—o 0 +1,27 0 —1,27 Ὁ + 
γ΄ τὰ URL τα 0 + 
y” FE RS CE 
Fonction | croît max. décroît MEN. οτοῖϊ 
Courbe conc. y nég. infl. CONC.y pos. 


Nous remarquons que les deux fonctions irigono- 
métriques étudiées sont représentées par des courbes 
évoquant celles que nous avons obtenues en étudiant 
les fonctions du second et du troisième degrés. Obser- 
vons cependant une différence fondamentale dans 16 
tracé : les unes possèdent des branches infinies para- 
boliques, les autres des branches infinies admettant 
des asymptoles. 


62. Etude de la fonction y — vi «+ 8.3 — 4, 


Ce problème est le plus difficile de cette série. 
Ne le traïtez donc que lorsque vous serez cerlains 
d’avoir parfailement compris les précédents. Cet 
exercice vous sera alors d’un grand profil, car il vous 


fera réviser les diverses nolions que vous avez apprises, 


EX 
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notamment celle de point d’inflexion, de point de 
rebroussement et d’asymptotc. | 

Remarquons tout d’abord que la fonction, qui 
exisle pour toule valeur de la variable, {end vers ---- 00 
et vers + oo avec +. D'autre part, 11] est visible que 
la valeur ἃ = 1 annule y. Dès lors, il suffit, pour déter- 
miucr les autres valeurs annujant Ja fonction, de 
diviser le polynôme 2° + 3 x? —- 4 par x — 1. On 
oblient aïnsi l'expression x? + 4 x -ἰ 4, c’est-à-dire 
(4 + 2}? ; la fonction y s’annule encore lorsque æ = 
— 2. 

Nous pouvons done écrire y sous la forme !: 


y = VC —1) (x + 2}. 

Le second facteur figurant sous le radical élant 
posilif ou nul, Ia fonction prend le signe du premier 
facteur ; elle est négalive pour x < 1 et positive 
pour æ > 1. 

Etudions maintenant la dérivée de notre fonclion ; 


nous écrivons : 


1 
USE - τ ee OU 


3 [@— 1 ὦ Ὁ 2} 


95 (x +2 x 
ΜΞ & +2) | 2 δ τ 


sVa-nein ως ρα τ᾽ 


en divisant numérateur οἱ dénominateur par 3 (x + 2). 


La dérivée ne s’annule que pour x = 0. Nous avons 
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là un minimum, égal à y = Ÿ —-À = — 1,587, puisque 
y est négative en ce point et s’annule de part et d’autre 
pour æ = — 2 et x - 1. La dérivée cesse, en outre, 
d’exister pour chacune de ces deux dernières valeurs ; 
la langente est donc parallèle à OY aux deux points 
correspondants. Au premier point, la fonction s’an- 
nule sans changer de signe, la courbe vient de bas en 
haut toucher l’axe OX et repart vers le bas ; il s’agit 
là d’un point de rebroussement. Au second point, 
pour æ = 1, la fonclion change de signe, la courbe 
traverse l’axe OX ainsi que sa tangente ; on a là un 
point d’inflexion. 

L'étude du signe de la dérivée nous aurait perinis 
également de distinguer le point de rebroussement 
el le point d’inflexion (revoir n° 58). Pour x — — 2, 
y’ devient infinie et change de signe : point de rebrous- 
sement. Pour x — 1, y’ devient infinie, maïs ne change 
pas de signe : point d'inflexion. 

La fonction y peut se meltre sous la forme : 


res: 
DENT SR à 


On voit ainsi que le quotient À tend vers 1 lorsque x 


croîl indéfiniment ; la courbe admet Ia direction 
asymptotique de cocfficient angulaire 1. Nous déter- 
minerons l’asymptote correspondante, si elle existe, 


en développant la racine par la formule généraliste 
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du binôme de’ Newlon (voir plus Join n° 67), 


à eu ; 1 
car la racine troisième n’est autre qu’une puissance —. 


3 
On pose donc ici : 
NET ST A ANS TRE 
ἀν ἘΣ τς ΑΝ Ro x? 
et on écrit : 
L 
9 4 :\8 
RSS 2) 
(+) 
1/87. 4 SUIS VAT BAT ANR 
145 (5) + (Ξ- τὺ 


en ne conservant que les 3 premiers termes du déve- 
loppement. En mullipliant celte expression par x, 
on obtient : 


CAN 4 TO IS NA ΔΝ 
τ τ ΘΑ ΘΙ, ἀν 


Le terme du premier degré est x ; le terme constant 


TETE 
est obtenu en effectuant le produit Ἢ : rie 1. Tous 


les autres termes tendent vers zéro lorsque æ croît 
indéfiniment ; l’équation de l’asymptote (n° 47) 
s'écrit donc : 
y τα + 1, 
Celle droite coupe OX au point d’abscisse ἃ == — 1 
οἱ ΟΥ̓ au point d’ordonnée y = 1, 


Déterminons enfin de quelle facon Ja courbe tend 


vers son asyinplote ; cherchons si elle s’en rapprohce 


Ἶ 
| 
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en restant au-dessus ou au-dessous. Dans le dévelop- 
pement de y que nous avons écrit, tous les termes 


que nous avons négligés pour obtenir l'équation de 
1 

l’asymptote contiennent des puissances de Ἔ οἱ ten- 

dent vers zéro lorsque x croît indéfiniment. Mais il 


1 = [1 
cst bien évident que le terme en FA diminuera moins 


Le 


1 
vile que lc terme en met beaucoup moins Vile encore 


] 


que les Lermes en ἘΠῚ DE etc. : c’est donc ce terme 


qui prédomine dans la quantité négligée lorsque x 
tend vers l'infini. S'il est positif, il faut ajouter une 
quantité positive à l’expression de lordonnée d’un 
point de l’asymplote pour obtenir celle du point 
voisin de la courbe ; il faut donc, lorsqu'on est sur 
l’asymptlole, se déplacer vers le haut pour altcindre 
la courbe. Celle-ci est par conséquent située au-dessus 


| 1 
de son asymptote. Si le terme en — est négalif, la 


courbe reste au contraire au-dessous de l’asymptote. 


Dans le problème que nous étudions, 1 est visible 


1 Ζ 
que le terme en rs est obtenu en mullipliant — ἢ Par 


3 LI Li 1 LA - 
le carré de Ts ONaainsi''—. Ce terme cst posilif 


lorsque x Lend vers — οὐ el, dans ce cas, la courbe 


est située au-dessus de son asympiote. 1} esl au 


MTS : 
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contraire négalit lorsque æ tend vers + « et la branche 
correspoudante est tracée au-dessous de l’asymptote. 
Nous ne ferons pas l’étude de la dérivée seconde, 


car elle ne nous apporterail aucun élément nouveau. 


Y 


Fig. 25. 


Nous en savons déjà suffisamment pour donner une 


bonne représentalion de la courbe (fig. 25). 


æ | — — 2 0 CRUE + © 
y | — co 0 — 1,987 0 -| @ 
y AAC Cf na es UD τα HPEUL ae 


rer CRT 
a -.,͵ΤΖΤἉ ἑ (οὖ --τ--ἥ ῤἹ 


crofl rebr. déc. min. croît énfl croît 
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63. Représentation paramétrique d'une courbe. Etude 
de la cycloïde. 


La jonclion y de la variable æ n’est pas toujours 
donnée sous la forme directe, dite explicite, y = } (x), 
que nous avons rencontrée jusqu’à présent. I! arrive 
que l’on exprime æ ei y au moyen d’une (roisième 
variable & appelée paramètre. On écril alors : 


z = (ὃ, y = g(t): 


y est encore lonclion de x, puisque ces deux variables 
sont liées par l'intermédiaire de f, οἱ cette tonction 
peut également être représentée graphiquement. 
A chaque valeur de À correspondent en effet une 
abscisse æ et une ordonnée y qui déterminent un 
point M ; lorsque ὁ varic, M décrit une certaine courbe 
représentant Ja variation de Ja fonction y de x. 

Euvisageons par exemple les équalions paramé- 
triques de la cycloïde ; elles s’écrivent, en désignant 
par a le rayon du cercle générateur (1) : 

z = α(( — sin ἢ), y = α( — cos ὃ. 

En faisant varier { de 0 à 2 x, le point M (x, y) 
décrit un arc complet de cycloïde, qui se reproduit 
lorsque { varie de 2 x à 4 x, de 4 x à 6 x, οἷο... 


Mais comment calculer le coefficient angulaire de 


(1) Les propriétés géométriques de la cycloïde sont données 
dans Pour comprendre la Géométrie analutique à deux dimen- 
sions au n° 144 


BErR. — l’our coulinuer ie Calcul diftér, ω 


Le 
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la tangente en M, comment déierminer maxima el 
minima, de quelle façon, enfin, uliliser le Calcul 
différentiel dans le cas d’une représentation paramé- 
trique de la fonction ? Nous commencerons par 
calculer la dérivée de y par rapport à x. On peut 
écrire : 


’ . ÂAy 
YU x = Jim τς lorsque Δα --- 0: 


mais comune d'autre part : 


’ dE 


ΠῈ 
g' = lim FT et zx’, = lim lorsque At ---- 0, 


ΔΙ 
nous obtenons Σ 
Ay 
RU T ἢ 
FAN Eee 
At 


et pouvons ainsi déterminer le cocfficient angulaire 
de la tangente en un point de la courbe. Dans le cas 
de la cycloïde, on peut écrire : 

y = a(l— cost), y'4 = asin, 
d’où : 


μι sin ὦ 


,“ π᾿ “αὶ --: --- ---  ὠὀ3κὀ{ἧὀ--ὀὀ 
δα x’, 1 — cos f 


La tangente cest parallèle à l’axe OX et (s’il ne 
s’agit pas d’un point d’inflcxion) la fonelion passe 
par un maximum où par un minimum lorsque y'x = 0, 
c’est-à-dire lorsqu'on ἃ μή, = 0 et x’ τέ 0. La laugente 
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est au contraire parallèle À ΟὟ lorsque γ΄. tend vers 
infini, c’est-à-dire lorsqu'on a x = 0 οἱ με 0. 
Si æ’4 οἱ y's s’annulent en même temps, l'expression 
de y’; se trouve être indéterminée. Nous apprendrons 
par la suite à lever une indétermination. On a en 
général dans ce cas un point de rebroussement. 

Comment distinguer, lorsque μ᾽, τὰ 0 et x’ 0, 
un maximum d’un minimum ? Supposons tout 
d’abord x > 0: x et { varient tous deux dans le 
même sens, ils seront à Ja fois croissants ou décrois- 
sants. On ἃ minimum si y’> passe du — au + lorsque 
æ croît. Le dénominateur x’, étant positif, il faut donc 
que y’, passe également du — au + lorsque x croît, 
c’est-à-dire lorsque ἔ croît ; dans ce cas la dérivée 
seconde y’: est positive. Si x’, est négative, y’: passe 
du + au — lorsque y’ passe du —— au +, mais, 
d'autre part, ἐ décroît lorsque x croît. On trouve 
donc encore que y”: doit être positive pour que la 
fonction y présente un minimum. Ainsi, on peut 
écrire : 


D =) RTE OURS CERN 


y = 0, uÉO0, τς LO: maximum. 


Dars le cas de la cycloie, y’, s’annule pour { = πὶ 
La lérivée seconde y”# est alors égale à a cos x = — u; 
on ἃ un maximum. D'auire part, pour € τὸ 0 ou 


{—27x, on lrouve y'4 = à’, = 0, mais, en mullipliant 


sort 


PT ENT per" 
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le numéraleur et le dénominaleur de l'expression 


de Μ΄ par 1 + cos {, on obtient : 


sin { (1 + cos ὃ 1 + cos ἢ 
l— co t = + sin ἐ 


Y'a = 


car 1 — cost = sin’f. Pour { = 0 οἱ { = 2 x, ce quotient 


2 
est égal à ἢ = ; la tangente à la courbe est donc 


parallèle à OY. 
Déterminons encore quelques points de la cycloïde 


Y 


Len TX, 


mm mm mm mm mn Ἐπ... 


᾿ 
Π 
. 
. 
᾿ 
᾽ 
’ 
0 
Η 
: 
᾽ 
’ 
. 
. 
. 
. 
. 
LU 
. 
ξ 
Γ 
. 
LU 
Π 
: 
1 
Π 
᾿ 
y 


mm en 


Fig. 26. 


et les (angentes correspondantes. Nous gronpcrons 
les fésuliats obtenus dans le tableau suivant : 


π 9π 
t | 0 9 T ASK 2T 
T 37 : 

L 0 a(5—1) πὰ ᾿ξ: Ἔ 1) AT 4 
y | 0 a 24 a 0 
μ", | La al 0 fs — 

| croît max. décroft 
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On relrouverait les mêmes valeurs entre 2 x et 
4 x, entre 4 x et 6 x, etc. Construisons la courbe 
(fig. 26). 


64. Application à l'Optique du calcul des maxima et 
des minima. 


Le Calcul différentiel a de nombreuses applications 
en Physique. Il va nous permettre nolamment de 
retrouver les lois de la réfraction de la lumière. 


On appelle surface d’onde, en Optique, l’ensemble 


Fig. 27. .. Fig. 28, 


des points de l’espace que la lumière émise par une 
source donnéc atteint en un même temps. On pourrait 
ainsi (racer autour d’une lampe des sphères concen- 
iriques représentant les points atlcints respcciive- 
ment en 1 miiliardième. 2 milliardièmes, 8. milliar- 


diémes de seconde. Les surfaces d’onde sont toujours 


εις τα dtiitnnes τόνον, Ne, à arbitre lt + 
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normales aux rayons lumineux. Dans le cas d’un 
faisceau de lumière parallèle, elles seront donc consti- 
tuées par des plans perpendiculaïires aux rayons. 
ὕπο vibration lumineuse sera transmise en un temps 
égal de la surface d’onde S, à la surface d’onde ὅς lé 
long d’un rayon A, A, où d’un rayon B, B, (fig. 27). 
Lorsque les surfaces S, et ὃς sont séparées par un 
milieu homogène, si la lumière se transmet dans 
l'air, par exemple. l’ensemble des rayons lumineux 
compris entre S, et S, est évidemment constitué 
par un faisceau de droïtes parallèles. Si l’on interpose 
une plaque de verre à faces parallèles entre $, et S: 
(fig. 28) les rayons seront ré/ractés. Le chemin suivi 
par la lumière ne sera plus rectiligne ; nous aurons 
un ensemble de lignes brisées. Ce sont ces lignes que 
nous nous proposons de déterminer par le Calcul 
différentiel} en parlant du principe de FERMAT, qui 
peut s’énoncer aïnsi : La lumière suit le chemin qui 
lui permel d'aller dans ie lemps le plus cour: de 
ἡ) ἃ ὃ. 

Le problème revient à déterminer l’angle de réfrac- 
110} r qui rend minimum la durée du parcours $, S,, 
en connaissant l’angle d’incidence à et les vitesses Ὁ 
el V suivant lesquelles la lumière se lransmet respec- 
tivement dans le verre el dans l’air. 

Soient 6 l’épaisseur de la plaque ct {Ia distance des 
deux surfaces d’onde. La longueur du parcours dans 
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€ 
le verre est MN — PUS Celle du parcours dans l'air 


est ἰ —- M P, mais on peut écrire : 


MP MN cos (ee De ET TR 


cos Tr 


on obtient donc pour le irajct dans l'air la longueur : 


e COS (1 — 1) 
Μὰ cos r : 


Le temps cmployé pour aller de S, en ὃς sera 


e l 6 COS (1 — ἢ) 


_ 


EE τπτπππ “Ὁ αν, πο RE, 
y D COS r V V cos r 


Pour ohtenir le temps minimum, il faut annuler 
la dérivée y’ de cetie expression prise par rapport 
à r. Calculons y’; la dérivée du premier terme est 
PS TR celle du deuxième terme est nulle. Nous 
calculerons celle du troisième en posant : 


u = —e cos (i — r}, w = V cosr; 


on obtient : 


α΄ — esin (i—r) X (i — r}, εὐ" = —Vsinr; 
= — ὁ sin ( — r), 

u'w—uw  —eNVsin(i—r)cosr —eV sinrcos(i—r) 

RP IEEE MR TNT RU 


En appliquant la formule sin a cos b + sin ἢ cos a 
= sin (a + b) au numératcur el en divisant haut et 


A 4 Γ᾿ δ 2 n° -- 1. 


ν΄! 


is 1 t a. 

4 ᾿ Γ Ds ; L “ ᾿ Fr - # 
er Γ᾿ les. PA QE EEE ΞΘ CRE ΡΥ ΡΨ TE, ONE” 
nn 


À 
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bas par V, on peut écrire la dérivée du troisième 


terme de la façon suivante : 


e sin ἢ 
re tai ur 20 
V cos r 


mme 


On obtient ainsi pour la dérivée y” l’expression 9 


esinr e sin ἢ 
ΠΣ V cos?r 


' 


e Vsiir—-pslit 
ΟΝ (ΟΞ r 


La dérivée s’annule et 18 temps est minimum lorsque: 


V sin r —.v Sin αἱ = Ὁ 


On désigne par n et on appelle indice de réfraction 


V 
le quotient ἘΠ «des vitesses. On peut écrire : 


y 
51} 4 = ar sinr, c’est-à-dire sin { = ἢ Ssinr, 


formule bien connûue de la réfraction. 


65. Application à la Balistique. 


Nous allons lraïler une application du Calcul dif- 
férentiel à Ja Balistique : Déterminons sous quel 
angle il faut tirer pour obtenir avec une charge donnée 
Ja portée maximum. Ce problème est très cumpliqué 
lorsqu'on le résout en tenant compte des conditions 
réelles, fais il se simplifie beaucoup si l’on néglige 
les effects de la résistante de l'air, c’est-à-dtre si l’on 
suppüuse Fl’aimosphère inexistante. Les résultats 


oblenus ainsi diffèrent sensiblement de ceux que l’on 
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obliendrait expérimenlalement mais ne sont pas 


cependant dépoutvus d’intérêt. 


Supposvtis done que d’un point Ὁ, l’oh énvüle 


ui projectile dans le vide avec une vitesse initiale v 


el sous un angle α (fig. 29). Ce projéctile décrira une 


parabole d’axe verlical et retombera en un point P. 


# 
ἢ 
Ὁ. 5]. ' 
' 
δόξα  P 
TU ΥΩ TL 77 ///// % 
D.C0S 


Fig. 29, 


Si la charge employée reste constante, la vitesse inf- 
liale ne varie pas au couts du tir, mais à chaque 
angle α différent correspondent une trajectoire et 
une portée OP différentes. Nous allons déterminer 
l'angle & qui réalise la portée maximum. 

Nous pouvons décomposer la vitesse » en une com- 
posante verlicale égale à v. sin αἋ et une composante 
horizontale v.cos α. La composante v sin & a en quelque 
sorle pour but d’éloigner le projeclile de la surface 
terreslre le plus longtemps possible. Un corps qui 
tombe pendant un temps { atteint la vitesse σοί, où 
g est le coefficient d'attraction terrestre. Inversement, 


un corps projeté avec une vitesse verlicale v sin κα 
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D Sin ἃ Ι 
-. Notre projec- 


s’élèvera pendant un temps ἔ -- 


tile s’élèvera donc pendant ce iemps f{, puis retombera 


pendant un temps égal. I] restera ainsi en l’air pendant 


2 ν sit 
un temps 2 { -Ξ -. 


La composante horizontale a pour effet de faire le 
projectile se déplacer horizontalement à la vitesse 
Ὁ cos a. Le parcours horizontal qu’il effectue pendant 
qu’ est en l’air est donc obtenu en multipliant le 
temps 2 { par celte vilesse : 

Sn a D A LES 2 Ὁ' 5 α 05 α΄ 
9 

Pour obtenir la valeur de α correspondant à la 
portée OP maximum, il faut annuler la dérivée ce 
cette fonction prise par rapport à α. Cette dérivée 
s'écrit : 
2v? 8 203 
πὸ [cos «. cos & + sin &œ(— sin &)] = 4 (cos®o—sin?«), 
et s’annule lorsque langle ἃ a un sinus et un cosinus 
égaux ; on voit facilement en considérant le cercle 
trigonométrique que la valeur de ἃ est alors 450, ἢ 
faut donc rer sous un angle de 45% pour oblenir la 


porice MAXIMUM. 


2 = ' ET : ὶ Fe. Lg »" 
ει τῷ A -ωοὐ εἶπαι, ,..ν. κὰανὶὰὶ Δι διως - 


CINQUIÈME LEÇON 


APPLICATIONS DES FORMULES 
DE MAC-LAURIN ET DE TAYLOR. 


66. Formule de Mac-Laurin. 


La ‘ormule de MAc-LAURIN (1) ἃ déjà été introduite 
dans Pour comprendre le Calcul intégral. Nous allons 
reprendre ici son étude, car elle constitue un instru: 
ment mathémalique très puissant, qui va nous per- 
msilre d’approfondir et de compléter les notions 
déjà acquises. 

Cette formule, rappelons-le, permet d’exprimer 
la fonction y, pour une valeur x de la variable, au 
moyen d’une série dont les termes contiennent les 
valeurs 10. Yo Yo”, que prennent cette fonction 
el ses dérivées successives lorsque æ τὸ 0. On écrit : 


Ὅν πα a? " 48 ΙΗ 
y = Yo + Ἴ Yo + op D + Ὅτ Yo +... (12) 


On désigne par 21! el l’on appelle /acloriel deux le 


() Tave£zonr (1685-1731), mathématicien anglais. 
Mac-Lauuin (1698-1746), mathématicien anglais, 
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APPLICATIONS DES FORMULES 131 
produit 1 X2= 2. Demême 511 X2 Χ 3 - 6, | 
A1 = tx 2509 A πεῖς | limité à m + 1 Lermes. C’est le développement bien 
5 3 ..s ë 
La valeur de + doit être choisie de telle sorte que connu du binôme de Newton (a + B}” dans icquel 
la série figurant au second membre soil convergente : ‘4 d'eeluet b = 
sas (0]8, l'opération ne serail pas légitime. On Lorsque mt est négatif ou fractionnairc, le dévelop- \ 
. δεν /. Ἃ LA 1 12 ν᾿ " 
obliendra, donc, dans ces condilions, une valeur il pement que nous avons écrit est encore Valable, 
approchée de la fonciion y, δὴ ne consérvant qu’un Al mais contient un nombre infini de Lermes (1). Nous en 
nembré limité de lermes au second membre. La pré- 1 déduisons qu’il est possible de développer (a + δ) 
| a 8 É ᾿ νιν 
cision du résultat sera d’autant plus grande que le | quel que soit l’exposant m. 11 suffit, en effet, d’écrire 


ΜῊ ᾿ . ͵ 1 " nm 
nembre de ces termes sera plus important. (a + δ)» = a [ de 2 ) 
67. Extension de la formule du binôme de Newton. 
et de remplacer le second facteur par le développement 
Proposons-nous de développer la fonction y -ὰ 


b 
τ - , LE ] A == TX . Ἵ L Ἷ à ] l [ ἷ | 
(1 Ex)" en série Ge Mac LAURIN Pour £ =.0, ÿ dt (13) cn.faisant x ä (2). On obtient ainsi la formule 


égale à l’unité. D'autre part, les dérivées successives de | généralisée du binôme : 
celle fonction et les valeurs que prennent celies-cisont: m m(m—1 ὶ 
4 I : S (a + by" = an + ἘΠ an—1 b + HT ei) ES - pr + + (14) 
Ι΄ — m1 + sn —1, 1} M, πὸ 
y = ti 1)(1 - ἀ)ρι-- 9, " = η (πει--- 1), quel que soil m Le nombre des termes est fini 
{7 im })(m 2) (1 + ms, y = m(m—1)(m—2), | que lorsque m est un entier posilif, 


te... e 
ds 68. Application au calcul approché d’une racine. 
La formule (12) devient donc : 


ἃ τ " La formule (13) permet de calculer avec une très 

RE —= -Ἂ he ες τ. ΄ Η . . , 
υ ἘΠῚ 1 11 Ἔ πὶ Πι(πι---1) +; πι(πι-- 1γ)(πι---2).... (13) | bonne approximalion des racines d'ordre élevé. 
Lorsque l’exposant πὶ est un nombre posilif entier, à Cherchons, par cxemple, la valeur numérique de 


le (m + 2) ème terme contient le facteur (mr — m) et, 

(1) La série ainsi obtenue n’est convergente que si [4] « 1. 

| (2) La condition [4] << 1 est aisément remplie ; il suffit 

Ἰὸς termes suivants el le développement est alers | de supposer que a cst le plus grand des deux nombres en 
valeur absoluc. 


Par conséquent, est nul. Il en est de même pour tous 
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ΠΡ ΤΣ Ὁ ἱ 
γ 144. Nous ferons apparaître 128, la plus grande 
puissance seplième contenue dans 144, en mettant 
notre racine sous la forme suivante : 


28 + 1 16 τιν 18 (1 + Fa ou 


Î 
La formulc (13) devient, en posant m — CT 


el en se limitant aux ircis premiers termes : 


11} ΤΑῚ me ee 
(++) D RES TO OI TAN τιν 


On irouve ainsi la valeur 144 == 2,0338..., 
alors que les quatre premières décimales de la valeur 
exacte sont 0339. L’approximation obtenue est donc 
de 1/10 000. 


69. Développement en série des fonctions transcen- 
dantes. 

La formule de Mac-LAURIN est encore plus utile 
dans l'étude des fonctions transcendantes. 1.8. fonc- 
tion logarithmique a déjà été développée dans Pour 
comprendre le Calcul intégral. Nous allons développer 
ici la fonction exponentielle e7 et les fonctions trigo- 
nomélriques sin æ et cos x. 

Nous pouvons écrire par définition pour la fonction 
ex (voir n° 20) : 


EME NE en 2, Yo = ὴ "- Μὸ =... 1, 


s : : Δ Ù 
à .ὦὦὃᾧὕ. mb 2, 3... 7 Ἂ 
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d'où le développement, d’après la formule (12) 


ἣν x À bu L 
ἐδ — ΞΕ, ὅπ." = ΤῸ 
PAS Sr: gp ee (15) 

Pour ἃ = 1, on obtient : 

1 1 1 

PR TEE ON ANS TR NOT 


et l’on trouverail, en prenant un nombre de Lermes 
suffisamment grand, la valeur approchée par défaut 
e = 2,71828... 

Développons maintenant la fonction y := sin x. 


Nous pouvons écrire : 


y = sin r, Yo = 0, 

"1 =NICOS EE TRE Ε 

YU = —Ssin x, y τς (), 
y" = — cos +, D = —- {, 
y" = sin x, ÿ ταῦ, 


et aînsi de τῆς τ les dérivées dont l’ordre est un mul- 
tiple de 4 étant égales à sin +, celles dont l’ordre cest 
de la forme 4 Κα + 1 (k étant un nombre entier queli- 
conque), égales à cos x ; de la forme 4 Καὶ + 2, égales 
à — sin x οἵ, enfin, de la forme 4 k + 3, égales à 
— (05 ἃ. À ces expressions correspond la suite de 
valeurs numériques 0, 1, 0, —- 1, 0, etc... Lin appli- 
quant la formule (12), nous obtenons le développe- 


anent cherché : 


| δ “ἢ .5 M 
τον Ἀν τα, ΑΕ De τ τ PAR AN) 
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En opérant d’une manière semblable pour y = 
cos x, on trouve : 
e Fr. 
21: CR 


x 
COS ἃ = 1 — τον ΤΡ τὸς (17) 


En dérivant lerme à Lerme la première série (1, 
nous obtiendrions 14 seconde, et en opérant de même 
sur cette dernière, nous retrouverions la première, 
changée de signe. On vérifie ainsi les formules de 


dérivalion lrigonométlriques. 


70. APPLICATION NUMÉRIQUE. -— Calculons la valeur 
de sin 300 en nous servant du développement de 


sin æ. La variable x devant être exprimée en radians 
τε 
τ Τἢ 


et la valeur en radians d’un angle de 300 étant ὃ 


nous écrirons, d’après (16) : 


RL PL PR 5 (©) 
sin are CT ol + 120 \6 — ἐκ ἀν 


En prenant x τὸ 3,14 159, c’est-à-dire avec une 
approximalion de 1 [100 000, on trouve, en limitant 


ὃ. 


le développement à son premier lLerme : 


sin τ — 0,52360, 


ΝΠ : 
en conservant deux termes : sin pi 7 0,19 968, 
el cn en prenant trois: sin τ = 0,50 001. 


(1) Pour comprendre le Calcul intégral, n° 80, 
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τ 
Or, la valeur cxacte de sin Ὥς esi 0,5. Nous voyons 


donc qu’en calculanti les 3 premiers termes du déve- 
loppement on oblient une précision de 1 100 000, 
soit la précision même de la valeur de x que nous 


avions introduite dans notre calcul. 


1. Formule de Taylor. 


La formule de Mac-LaAURIN n’est qu’un cas part{- 
culier de Ia formule suivante, dite formule de TAYLOR : 
Considérons une fonction jf (x) de la variable zx; 
soient 7 (a), 7) (a), 77" (a), etc. les valeurs que prennent 
celle fonclion et ses dérivées successives, non pas, 
cette fois, pour ἃ = 0, mais pour la valeur plus géné- 
rale ἃ = a de la variable. Donnons à cette dernière 
un accroissement ἢ à partir de a; nous pourrons 
exprimer de la façon suivante la valeur que prend 


alors Ja fonction } (x) : 


᾿Ξ 


Î 3 
[ (« -ἰ ἢ) = {(a) + Τ 7)᾿(ὦ + 3] (a) + ai “(ἃ +. (18) 


La formule de TavLon permet donc de déterminer 
la valeur d’une fonclion au voisinage d’une valeur æ 
— «a de Ja variable, pour laguelle la fonction el ses 


dérivées sont connues. 


(1) Pour comprendre le Calcul intégral, τ! 80. 


BrEn. — Pour coulinuc 1e ἀμ οι} difiér, 10 


ςς 
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Si nous prenons a — 0, la variable x se réduit à 
l'accroissement ἢ el l’on peut écrire 


x x? a 
LG) = 1 (0) Ἐπ ΓΟ + 5 f" (O) + τ SCO) + 


On retrouve aïnsi la formule (12) de MAc-LAURIN 
à la différence des notations près ; on avait en effet 
désigné par y la fonclion de x, alors que nous la 
représentons ici par 7} (x). 

L'étude des expressions indéierminées va nous 
fournir unc application irès importante de la formule 
de Taylor. 


72. Formes indéterminées et vraies valeurs. 
ἢ peut arriver que le numérateur et le dénomina- 


eur d’une fonclion de la forme 


] (x) 
g (x) 


s’annulent pour une même valeur ἃ de la variable +. 
Si nous prenons, par exemple, { (x) = 24 — 1 οἱ g (x) 
= αὖ --- 1, nous voyons que ces deux expressions 
s’annulent pour x — 1. La valeur correspondante de 


0 
la fonclion y esi alors donnée par 9 : Ce quotient est 


indéferminé puisque, le produit de tout nombre et 
de 0 étant 0, Tout nombre peut être pris pour quotient 
de la division de Ὁ par 0. 


Mais nous remarquons, dans l'exemple choisi, 
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que le numéraleur ct le dénominateur sont tous deux 
divisibles par ἃ —- 1. En cffectuant cette simplii- 
caiion, nous obienons la nouvelle fonction 

LE 2 ir HA ἐκ: 
αὐ + a + ae + x +1 


qui prend même valeur que la précédente pour toutes 


Z = 


les valeurs de la variable sauf pour x = 1, pour laquelle 


4 
onaz = alors que y est indéterminée. Par conven- 


Lion, on pose y = + pour Ὁ = 1 ct, afin de rappeler lin- 
déterminalion que l’on a ainsi levée, on donne à celte 
valeur particulière de la fonction le nom «le vraie 
valeur. 

Cette méthode ne peut être employée que lorsque 
les termes f (x) et g (x) du quotient sont des poly- 
nômes. Il nous fault donc donner une définition plus 
générale de la vraie valeur, valable non seulement 
dans ce cas, mais également lorsque f (x) et g (x) 
représentent des fonctions transcendantles : La vraie 
valeur de la fonction y pour x = ἃ sera la limite vers 
laquelle tend y lorsque x tend vers ἃ. Nous sommes 
déjà familiarisés avec la notion de lémite ; il s’agit 
simplement de considérer les valeurs de la fonction 
correspondant à des valeurs de la variable de plus 
en plus voisines de a. Cette étude va nous être gran- 
dement facililée par le développement en série de 
TAYLOR. 


, 

\ f 
À 

- 
ἥ 
ν᾽ 
g 


_— 
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73. Règle de l'Hôpital. 


Envisageons une valeur x = ἃ + ἢ de la variable, 
voisine de la valeur a qui annule 7 (x) et g (x). Nous 
pouvons exprimer les valeurs correspondantes de 
ces deux fonctions en ulilisant 165 développements 
de TAYLOR, qui s’écrivent, puisque 7 (a) et g (a) sont 
nuls par hypothèse : 


h : 
(a + RS CRE 7“ +... (19) 


h 
CAES γεν αὐ TC) ES re ACER . (20) 


Formons le quotient ; après simplification par ἢ, 
il vient : 


1 
"ὦ + hf" (a + οὕς 


«--.-.-- - - mt 


1 
g (Ὁ σκιὰ ga) -" -.. 


La vraie valeur de y, limite de ce quotient, s'obtient 

en faisant tendre à vers zéro ; elle s’écrit donc Σ 
ΟΝ 
9΄ (a) 

Si f’ (a) ct σ' (a) sont tous deux différents de zéro, 
la vraie valeur est finie et non nulle, C’est le cas, par 
excinple, pour Ja fonction 

sin æ 


= “ΠΠ —$ 


Z 
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qui est indélerminéc lorsque x — 0. On écrit alors : 


ἤ (&) = sin x, g (x) = x, 
7 (&) = cosx, σ΄ (x) — 
7 (0) = 1, 9΄ (0) = 1. 


La vraie valeur est donc 1 dans l’exemple consi- 
déré. 

Si f (a) est nul, σ' (a) étant différent de 0, la 
vraie valeur est Ὁ ; si g” (a) est égal à 0, sans que 
7 (a) soît nul, la vraie valeur est infinie. Dans chacun 
de ces deux cas, elle est parfaitement déterminée. 
H w’en va plus de même lorsque f’ (a) et σ' (a) sont 
tous eux nuls, car on se irouve en présence d’une 
nouvelle indétermination. H nous faut revenir aux 


développements (19) et (20) qui s’écrivent alors : 


" L } La " δ ZI 
1 (a - (D { ie l (ὦ) +.…, 
À ἰὰ + nee g” (a) += ᾿, g"’ (a) y ΨΝ 


On forme le quotient de ces deux expressions οἱ 
on oblient, après simplification : 


1 
Re «a #È ΕἾ μ᾿" ὯΝ + 


--....--... À RSA 


t@+h 
 } 11 ἢ 
4 (a ἡ 4 Ὗ, (α) + rs h 4΄" (a) LUE 


dont la lmile est, lorsque ἢ tend vers zéro : 


a“ ME Ka) 
9 (a) ? 


(ον ΤΑΝ υὐ τὸν κα 22 Tata dt der D: Mind αἱ...» δι. Matane th αι ἀδεισεφι ιν RS TIRE 


CET κω. .,- 
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vraie valeur de la fonction. Si les deux dérivées secondes 
étaient nulles, nous serions amenés à prendre les deux 
dérivées troisièmes. 

Nous résumerons cette théorie en énonçant la 
régle suivante 

Lorsque, pour une certaine valeur de la variable, 
une fonction se présente sous la forme indéterminée 


0 : 
δ'95 remplace le numérateur et le dénominateur par 
leurs dérivées respectives afin d'obtenir la vraie valeur 
de cette fonction.(Il importe de ne pas confondre cette 
opération avec la dérivalion d’un quotient). Si ces 
dérivées sont toutes deux nulles, on les remplace à 
leur tour par les dérivées secondes, et ainsi de suite 
jusqu'à ce qu'on obtienne une dérivée différente de 
zéro. 

Cette règle est due à 1, Ἤοριται, (1). On l’établirait 
d’une manière analogue dans le cas de l’indétermi- 


οῦ 
naition AVE c’est-à-dire lorsque f (x) et g (x) tendent 


tous deux vers l’infimi. 


sint 
74. ExXERCICES. —- 19 Vraie valeur de y τ-ο------ -- 
1—cost 
pour t = 0 : 


Nous avons eu à calculer cette valeur lorsque nous 
avons étudié la cycloïde. Nous avions obtenu y = © ; 
vérifions ce résultat en appliquant la règle que nous 


(1) L'Hoprraz (1881-1704), mathématicien français. 
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3 # 


venons d’établir. On obtient, en prenant ἃ =  : 


} (ὃ = sin £, (ὃ =1—cost 
{ἢ ΞΞ Cost, σ' (ὃ = siné, 


f (0) = 1, g' (0) = 0, 
d’ ὴ : 1 Es 
Où : y = ἢ = ©. 
29 Vraie valeur de τς χ᾽ hs 0 
aie valet PÉrE er pour x = 0: 


Ici encore il y ἃ indétermination, le numérateur 
1 (x) ct le dénominateur g (x), étant tous deux nuls. 
Nous écrivons : 
là) = 2zx.cos x + x°.(— sin x) = 2% cos x — x? sin x, 
g'(x) = —sinx, 
d’où : ΟΠ (0) = 0, σ' (0) = 0. 

Les deux dérivées premières étant nulles, calcuions 
les dérivées secondes : 


7΄ (x) = 2 cos x — 2x sin x — δὰ sin à — 2° cos + 
= 2 COS ἃ — 42 sin ὦ — x? 005 x, 


γ᾽ (4) = — cos x, 
d’où : {5 (0) = 2, σ΄" (0) = —1 
f” (0) 
et : [= --“- = — 2, 
PC ΤΙ 
T —.X —- Sin X 
0 CAE M EL Aa de Dai nd ER 
39 Vraie valeur de y cote POUT X = 7: 


Lorsque τ == 7, numérateur et dénominateur 


- * na 7 ” 
CRUE EE δὰ." τ 
-» ἀν « = 


ES ne es dE : PE 
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sont nuls. Nous Jlèverons cette indétermination en 


écrivant : 
7 (ὃ 5“- -- 1 --- cos ἃ; g (x) = — sin x, 
7 (Ὁ πῷ --1 ἘΤῚ κ- 0, g’.(x) = 0. 


Il nous faut donc calculer encore les dérivées 


secondes : 
7" (2) = sin x, 9" (x) = — cos ἃ, 
f” (x) = 0, g"(r) = 1; 
la vraie valeur chcrchée est donc : 
1” (x) 
= —;7;— = 0, 
DT gp (TR) 


, τὰκ 
49 Vraie valeur de y -ΞἮ TX Pour x = + © ? 
Le logarithme de x tendant vers l'infini en même 
temps que x, nous oblenons une forme indélerminée 
à laquelle nous appliquerons encore la règle de 1, Ἢο- 


PITAL en posant : 
 (α) = Lx, g (x) = x, 


“ 1 Là 
d’où : HR Es g (α) = 1, 
f(œ) = (, g'(o) — 1. 
On obtient donc la vraie valeur y = 0. 
ex 


59 Vraie valeur de y = τ Pourx = +002 


Nous opérons d’une façon analogue en écrivant : 
7 (@) = €, g (x) = ἃ, 
7 (ἃ) -- e, φ' () -- 1, 
f(o) = (Ὁ), φ' (Ὁ) = 1, 
d’où : y = ὦ. 


RTE σα + À τ ἯΙ, 
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ΟΊ 
6° Vraie valeur de y = ju Pour X = + co, n étant 
un nombre entier posilif quelconque : 
Nous venons d'étudier le eas où n τὸ 1; lorsque 


n est différent de 1, nous obicnons : 


f(x) — ex, g (tx) = x", 
f(x). = er, g'(t)'= ninri, 


f(@) =, θ΄ (0) = οὐ. 


L'indétermination subsiste. En calculant les déri- 
νόος secondes, on oblicnt les expressions : 


ou] 
. 


f@=e, φ' (Ὁ Ξ- πίη --- 1) τῆ; 
lorsque ἢ τὰ 2, g” (x) se réduit à une constante et 
la vraie valeur cherchée est y τῷ οὐ. Si, au contraire, 
n est différent de 2, les expressions calculées tendent 
toutes deux vers l'infini avec + οὗ il nous faut pour- 
suivre les dérivations. Nous obliendrons ainsi, d’une 
part constamment e* pour les dérivées successives de 
f (x), d'autre part des puissances décroissantes de x 
pour les dérivées successives de g (x), car à chaque 
nouvelle dérivation l’ordre de la puissance s’abais- 
sera d’une unité. Après n dérivalions successives, nous 
obliendrons donc une quantité constante au dénomi- 
nalcur, tandis que la dérivée correspondante du numé- 
raleur sera encore égale à e* et Lendira seule vers l’in- 
fini. Nous voyons que quel que soit l’entier positif 2, 


la vraie valeur cherchée est y = œ, 
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Le (os x) 


7° Vraie valeur de y -- rx = 0: 
On écrit : 

, 1 ; — sin ὦ 

FE =. (cos 4) == — is 
σ΄ 6) = 1, 


d'où: ὮΝ (0) = 0, g (0) =1 et y = 0. 


75. Autres types d’indétermination. 


19 Vraie valeur de Y = X. cotg x pour x - 0: 

Nous nous irouvons devant un type d’indé{crmi- 
nalion nouveau. Lorsque x tend vers zéro, l’un des 
facteurs tend vers zéro et l’autre vers l'infini ; le pro- 
duit prend donc la forme indéterminée 0. οὐ, que nous 


, un DAT 1 AE RAS 
raménerons à la forme déjà étudiée D écrivant 


simplement la fonction de Ja façon suivante : 


Nous poserons alors : 
] (x) — Z, q (x) = (Lg ET, 
l@=1  g'(x) 


7 (0) = 1,  g' (0) 
d’où 9 y = 1. 


I 


] 
μιὰ 
L 


20 Vraie valeur de y = x. Lx pour x = 0! 
Ici encore apparaît l’indéterminalion 0.0. Nous 
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ER 
effectuerons le changement de variable ὦ = x a 
permet d’écrire : 
1 1 Lu 
y - τ(τῈ -Ξ- HTC 
Pour + = 0, nous avons u — οὐ et, en nous reportant 
au quatrième exercice du numéro précédent, nous 


obtenons la vraie valeur Ψ —= 0. 


1 


3° Vraie valeur de V = —- —- 
᾿ ὭΣ ex — 


τ Pour X = 0: 


Le premier terme est infini ; le second également 
car δὲ étant égal à 1, le ténominateur 67 — 1 est nul. 
Nous obtenons donc une indétermination de la forme 
nouvelle © — οο. La différence de deux quantités 
infinies est en effct indéterminée puisque la somme 
d’une quantité quelconque et d’une quantité infinie 
est elle-même infinie. Pour ramener cette indéter- 
minalion à l’un des cas déjà étudiés, nous appliquerons 
la règle suivante : 

Lorsque Ὑ se présente comme la différence de deux 
fonctions ἃ εἰν tendant vers l'infini, on l'écrit sous 
la forme | 


U—=uU—0D = CAL: 
et on divise numéraleur el dénominateur par le produit 
u.v. ἢ vient alors : 


: (21) 


= 


2 ST LE τ" 


- ξι 
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les deux termes de ce quotient tendant vers zéro, 
nous sommes ramenés au cas classique que nous 
avons étudié. 

Dans l’excmple envisagé, on écrit : 


1 1 
nya; e — 1: 
1 1 
d’où 5 ---᾿---.-- = ῥῦ--- | —- χ, 
υ u 
1.1 
“-α ἢ“ — — ὍΣΣ Ἐὰν 1 
ιν ΤῈ ) 


et, d’après (21) : 


expression dont les deux termes s’annulent avec x. 
Les dérivées du numérateur 7 (x) et du dénominateur 
g (x) sont : 
f(x) = er — 1, g' (x) = et — 1 + ver, 
d’où: f(0)=1—1 = 0. g (0) = 1—1 = 0. 
1 nous faut donc, pour lever lindélermination, 


calculer les dérivées secondes : 


FA (x) == (0.3: g”’ (x) = δὲ ΕΣ ex | ver, 
1" (0) = 1, ?, g” (0) ='2, 
[ (0) | 
d’où : — se 0 
g (0) 2 


76. Application de Ia formule de Taylor à l’étude des 
fonctions et des courbes. 
Nous allons, dans les paragraphes qui viennent, 


retrouver et compléter, grâce à la formule de TAYLOR, 
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les résultats fondamentaux de l'étude des fonctions 
et des courbes. 

Envisageons la courbe représentant la fonction 
y =a f (x). Soil ᾧ æ a l’abscisse d’un point M de cette 
courbe ; l’ordonnée correspondante cst y = f (a). 
Donnons un petit accroissement À à la variable ; 
nous obtenons un point voisin M’ de coordonnées 
æ=a+hety = f(a + ἢ), situé à droite ou à gauche 
de M, suivant que l’accroissement ἢ est positif ou 
négatif. La formule de TAYLOR nous permet de meltre 
l’ordonnée de M’ sous la forme : 


y = f(a + ἢ) — 
ho ΝΣ ΑΝ 
"ἰ [ (a) + ru (a) + >, 1 (a) + a (a) +... (22) 
La différence des ordonnées de M οἱ de M’ est donnée 
par l’expression : 
{(a + ἢ) -- (ὦ 
hi ' (Le rt LL 11, 
τ f(@ το Ἐγὼ +. (8) 


Prenons par exemple un accroissement À καὶ 0,01 ; 
nous obtenons A == 0,0001, ἠδ = 0,00 0001, etc... 
Nous voyons que lorsque À cest petit, 8, h…., sont 
encore beaucoup plus petits ; on dit en langage mathé- 
malique que lorsque ἢ est infiniment petit, l, A... 
sont des infiniment pelits d'ordre supérieur à celui de Nh. 
l'ous les termes contenant des puissances de ἢ supé- 
rieures à 1 sont alors négligeables vis à vis du premier 
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terme ἢ 7΄ (a), qui conslitue la partie principale de la 
différence d’ordonnées f (a + ΠΡ) —- f (a). Cette der- 
nière a donc même signe que ἢ." (a), à condition, 
bien entendu, que À soït suffisamment petit, c’est-à- 
dire que M et M soient suffisamment rapprochés. 

Cela établi, supposons que la dérivée de notre 
fonction 8011 positive pour ἃ = a, c’est-à-dire que 


RE SES MERE ΤΙ - 


- 


ι 
͵ 
ῃ 
., 
€ 
t 
͵ 
, 
(] 
‘ 
͵ 
͵ 
͵ 


ἀρ εν δα ΔΝ" ἘΠ ha! 
Ω {͵ 
Fig 30. Fig. 31 


l’on aft {} (a) > 0. Si nous donnons un accroissement 
h posilif à l’abscisse +, la quantité A." (a) sera clle- 
même positive et l’accroissement correspondant de 
l’ordonnée y sera par conséquent positif. Ainsi, un 
point M’ de la courbe pris à droïte de M aura forcé- 
ment une ordonnée supérieure à celle de M ; la branche 
de courbe située à droite de M s’élève. Si nous donnons 
au contraire un accroissement À négatif à l’abscisse x, 
la quantité ἢ. f’ (a) et l’accroissement de l’ordonnée 
seront négatifs ; la branche de courbe siluée à gauche 


de M s’abaiïsse. La portion de courbe située autour de 
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M a donc l'allure qui lu est donnée à la figure 30. 

Supposons maintenant que la dérivée f” (a) soit 
négative. L’accroissement d’ordonnée correspondant 
à un accroïssement d’abscisse À positif sera négatil 
el inversement. La portion de courbe correspondante 
est représentée à la figure 31. 

Ainsi, nous retrouvons cette règle : Une fonction 
est croissante lorsque sa dérivée est positive, décrais- 
sante lorsque sa dérivée est négative. 


77. Dérivée première nulle. Fonction stationnaire, 


Lorsque f” (a) - 0, le premier terme du développe- 
ment (23) est nul. La différence des ordonnées de M 
et de M’ admettant alors le second terme comme 
partie principale est proportionnelle, non plus à ἢ, 
mais au carré de cet accroissement ; c’est un infiniment 
petit du second ordre par rapport à la différence h des 
abscisses des deux points. L’accroissement de la fonc- 
tion étant d’ordre supérieur ἃ celui de la variable et 
par conséquent négligeable vis-à-vis de ce dernier 
pour de très petites valeurs, on dit que la fonction 
est stationnaire au point M ; ceci se tractuit géométri- 
quement par le fait que la tangente à la courbe en M 
est parallèle à axe OX. 

L'’accroissement de la fonction prend donc le signe 
du second terme du développement ; A élant cons- 


tamment posilif, ce signe est celui de la dérivée 


La 
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seconde. Si celle-ci est positive, l’accroissement est 
lui-même positif, que M” soit pris à gauche ou à droite 
de M ; la courhe s’élevant de part et d’autre de M, 
on a un minimum (fig. 32). Si f” (a) est au con- 
traire négative, la fonction passe par un maximum 
(fig. 33). 

Mais il peut se faire que 27 (a) soit nulle, elle aussi. 
Les deux premiers termes du développement «lispa- 


Fig. 32, Fig. 34. 


raîssant, la parlie principale est alors constituée par 
le lroisième terme el l’accroissement de la fonction 
651 du 3° ordre par rapport à ἢ. La fonction esi encore 
stacionnaire et la langente parallèle à OX, mais le 
signe de l’accroissement varie avec celui de ἢ. La 
courbe s’abaisse d’un côté de M οἱ s'élève de l’autre ; 
celle présente un point d'inflexion. On la représente 
par les figures 34 où 35 suivant que la dérivée 2,“ (a) 
est positive où négalive. 


Si les trois premières dérivées élaient nulles, l’ac- 
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croissement de Ja fonction scrail Cu 4€ crére par rap- 
port à à el prendraït le signe du quatrième terme Cu 
développement, sigre incépencant de celui c'e ἢ, 
qui est élevé à une puissance paire. La courbe aurait 
alors l’une des formes représentées aux figures 52 ct 
33. On peul aisément reprendre ce raisonrement 
dans le cas où un plus grand nombre de dérivées est 


nul ; aussi est-on amené à énoncer la règle suivante : 


| 


— 


lis. 34. Fig. 35. 


Lorsque la dérivée première d'une fonction est 
nulle, la fonction est stationnaire. Si, en outre, la 
première dérivée non nulle est d'ordre pair, la fonc- 
tion passe par un minimum ou un maximum (suivant 
que cette dérivée non nulle est positive ou négative), 
Lorsqu'au contraire la première dérivée non nulle est 
d'ordre impair, la courbe présente un point d'inflexion 
(de la forme représentée à la figure 34 ou à la figure 
35 suivant que cette dérivée non nulle est positive ou 
négative). 


πα. — Lour continuer le Calcui différ, 11 
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78. I XEMPLES. 
19 Eludiors la fonction y = (4: -- - a)! + bd. Ses déri- 
vées successives s’écrivent : 
y" =. 4 (x — a), 
y" = 12 (x — a), 
y" — 24 (x — a), 


μ΄" «Ξ-, 24. 
Lorsque æ — a, la dérivée première y” s’annule ; 


la fonction cest donc stationnaire. Les dérivées seconde 


Υ 


ΡΟΡς 


᾿ 
ἃ 


ο 


Fig 36. 


et troisième s’annulenlt également, mais la dérivée 
quatrième, consitanunent égale à 24, esl posilive. 


La première dérivée non nulle élant d’ordre pair 
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el posilive, la fonction y passe donc par un minimum = 
pour 4 = a. Nous avons iracé la courbe correspondante À 


à la figure 36 en prenant respectivement les valeurs 
2 et 1 pour les coordonnées a ct b du point minimum. 
2° Nous allons voir que la courbe correspondant 


Y 
δ᾽: ἢ 
τ X 
150. 2 £ 
Fig, 37. x - 


à Ja fonction y — (x — αὐ + b présente au contraîre Ù 


un point d’inflexion pour ἃ = da. Les cinq premières 


dérivées s’écrivent en effet : J 
y Gr 5 (x EN a)*, 

y" τ 20 (x — «}, | 

y" = 60 (x — a), ‘ 


ya) = 120 (ὦ — à), | 
y) τὰ 120. Ν. 
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La première dérivée non nulle pour æ = «a est y), 
d'ordre impair. La courbe présente donc un point 
d’inflexion et, (5) étant positive, a la forme repré- 
sentée à la figure 37. 

Remarque. — La courbe tracée à Ja figure 36 rap- 
pelle par son allure la parabole. On remarque cepen- 
dant qu’elle se rapproche beaucoup plus de sa tangentle 
au Voisinage du point minimum que celle dernière. 
Ceci provient de ce que J’accroïissement de la fonction 
pour ἃ πα a est un infiniment petit du 45 ordre par 
rapport à l’accroissement de la variable, alors que 
pour la parabole l’accroissement correspondant n’esl 
que du second ordre. De même, la courbe iracée : 
la figure 37 présente une ceriaine analogie avec la 
courbe du troisième degré éludiée au début de la 
Quatrième Leçon. Mais alors que Flaccroissement 
pour ἃ — a le la fonction y = (ὦ — a) + b csi un 
infiniment petit du 5° ordre, l’accroissement de la 


fonction du troisième degré n’est que du 39 ordre. 


79. Tangente à une courbe. Sens de la concavité et 


points d’inflexion. 


FEnvisagcons encore la courbe représentant la fonc- 
tion y = 7 (x) el soit M un point de cette courbe, 
de coordonnées ἃ = ὦ οἱ y = f (a). Nous avons vu 
au n° 76 que l’ordonnée d’un point M” voisin de M 


pouvait, grâce à 18 formule de TAYLOR, être mise sous 
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la forme (22). Lorsque l’accroissement d’abscisse À 
est suffisamment petit, ce développement peut être 
limié à ses deux premicrs termes ; l’ordonnée de M’ 
s'écril alors : | 
y = f (a) + h.f' (a), 
ou encore, en remplaçant À par sa valeur x — a : 
y == f (a) + (x — αὐ .Κ' (a). 

Mais, lorsque l’accroissement ἢ = αὶ — a est grand, 
les termes négligés prennent de F’imporlance et cette 
expression cesse «le représenter l’ordonnée d’un point 
M’ de Ia courbe. Elle représente alors l’ordonnée d’un 
point Μ'' de la langente à la courbe en M (fig. 38). 
Ju effet, cette équation est celle d’une droite passant 
par M [rt = a, y — f (a)] οἵ de coefficient angulaire 
égal à la dérivée f’ (a). Ainsi, lorsqu’au voisinage 
de M ou ne conserve que les deux premiers termes 
du développement de TAYLOR on ne fait pas aulre 
chose que confondre la courbe et sa tangente en M. 

Ce raisonnement va nous permelire de relrouver 
les règles déterminant le sens de la concavité d’une 
courbe οὗ ses points d’inflexion. 

Pour oblenir l’ordonnée d’un point M° de la courbe 
à partir de celle du point M” de la tangente ayant 
même abscisse, il faut ajouter à l’ordonnée de M” 
les termes négligés dans le développement de TAYLOR. 


Lorsque M” est suffisamment près de M, il suffit de 


5. 
. 
UT nn 


δός ἮΝ ARC νὰ." 


δι λων, “ὺ- 


. ες" 


F2 


à 
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prendre le plus imporlant de ces termes complémen- 
E 
taires, μὰ f'! (a). Aïnsi, quand la dérivée seconde est 


négative, l’ordonnée de M’ est inférieure à celle de 
Μ et cela aussi bien lersque ἢ est positif que lorsqu'il 
cst négatif ; la courbe lourne sa concavité vers les y 


Fig, 838, l'ig, 39. Fig. 40, 


négatives (fig. 38). Au contraire, quand I" (a) esf post- 


tive, la courbe tourne sa concavilé vers les y posilives 


(fig. 39). Enfin, lorsque la dérivée seconde est nulle, 
Vs 
le premier des termes complémentaires esl ἘΠ J'"" (a). 
La différence des ordonnées de Μ' et de M” change 
alors de signe avec h ; la courbe traverse sa tangente 
et présente un point d'inflexion, à condition toutefois 
que 7“ (a) soit différente de zéro ou que la première 
dérivée non nulle qui suive soit d'ordre impair. La 
figure 40 donne la forme de Ja courbe dans le cas où 


f''" (a) est positive. 
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80. Courbes osculatrices. 


Si nous limitons le développement de TAYLOR, 
non plus à 2 termes seulement, mais à 3 Lermes, 
nous obtenons l’expression approchée suivante de 
l’ordonnée d’un point M’ de la courbe, voisin de M. 


" 
y =f(a) Ἐ --αὐ. "ὦ + ὦ -- αλ.7" (ὦ. 


Lorsque la différence d’abscisses ἢ = x — a est grande, 
cette expression ne représente plus l’ordonnée d’un 
point M’ de la courbe, mais celle d’un point M’ pris 
en dehors. L'ensemble de ces points M” forme une 
parabole, qui est tangente à la courbe ἢ) ©= 7) (x) au 
point M et en épouse approximativement la forme 
au voisinage de M ; c’est la parabole osculatrice de la 
courbe envisagée au point M. 

En conservant les 4 premiers termes du développe- 
ment, nous obtiendrons une courbe osculatrice du 
troisième degré, qui se rapprochcrait davantage de la 
courbe y = f (x) au voisinage de M. En gardant un 
terme de plus encore, on obtiendrait une courbe 
osculatrice du quatrième degré, encore plus voisine, 
el ainsi de suite. Notons que la {angen{e n’est autre 
que la courbe osculatrice du premier degré. 

On a souvent intérêt à remplacer une courbe trans- 
cendante, que l’on étudie au voisinage d’un point M, 
par des courbes osculairices en ce point qui, elles, sont 
des courbes algébriques. Nous allons, à titre d’exemple, 


+, 


K 
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remplacer Ja courbe exponentielle par ses différentes 
esculatrices au point ἃ τ 0. Le développement de 
FAYIOR au Voisinage de ce point se réduit à celui «le 
MaAcG-LAURIN, que nous avons déjà calculé au n° 69 
dans le cas de Ja fonclion exponentielle : 
y = οἵ = ] Rene QE ψς - 1 pere + … 
* 1 2] 9 
L'équalion de la langente sera donc y = 1 + +. 
Son coefficient angulaire est égal à 1; elle coupe 
“once l’axe O Y sous un angle de 459, comme nous 
l'avions remarqué dans la Deuxième Leçon. 
La parabole osculalrice a pour équation Σ 


y = 1 μαῖα 


οἱ présente un minimum que l’on délerminera en 
annulant sa dérivée 


y =1+zx=0, 


d’où : x = — 1, y = ΝΣ 
L'osculatrice du 3° degré est représentée par υ 


1 1 


dont Ja dérivée ne s’annule pour aucune valeur de α 
Cette csculalrice présente cependant un point d’in- 


flexion dont on détermine les coordonnées 2 = —. 1 
|] 


| 
y; en annulant la dérivée seconde. 


, 
À 
ἰ 
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Construisons la courbe y == 67 et ses lrois premières 
osculatrices (fig. 41). Notons bien que celles-ci ne se 
confondent nullement avec Ia courbe exponentielle, 
mais qu'elles s'en rapprochent beaucoup au voisinage 


du point choisi, et cela d’une façon d'autant plus 


e” 
Υ (3) 
(2) 
(4) 
42) «) 
AE 
0 X 


Fig. 41." 


marquée que leur degré est plus élevé. 1165 s’en écar- 
tent par contre complètement pourles autres valeurs de 
la variable. On remarque d’autre pari que la tan- 
gente (1) et lPosculatrice du 32 degré (3), qui sont de 
degré impair, nt siluées entièrement au-dessous 
de l'exponentictle ; l'expression négligée dans le déve- 


loppement est en effet constamment posilive dans 


l'E 


Τὰ 


À 


- ὡδιν ον ΣΝ sé. «ὦ ὁ“ en Lab _— 
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chacun de ces deux cas. La parabole (2), au contraire, 
coupe l’exponentielle, car la partie complémentaire 
correspondante change de signe avec x. 

On pourrait, de la même façon, délerminer les 
courbes osculairices en un autre point de la courbe 
exponentielle : ces osculatrices seraient évicemment 
entièrement différentes de celles que nous venons 
d'étudier, 


»,? For Cr COPT διε ne ©: το ν un LÉ] > "ὦ, 4 - ψῚ  Ἃ ᾿ 


SIXIÈME LEÇON 


FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 


81. Fonctions de deux variables. 


Nous n’avons, jusqu’à présent, rencontré que des 
fonctions y d’une seule variable indépendante x. La 
donnée de x suffisait à déterminer y, sous réserve, bien 
entendu, que la fonction fût définie pour celte valeur 
de la variable. Nous allons maintenant envisager des 
fonctions d’une nature différente. Elles dépendront 
en effet, non plus d’une seule variable, mais de plu- 
sieurs variables indépendantes. 

Prenons tout de suite un exempte. Soit une masse 
de gaz bien déterminée. Sa pression p dépend évidem- 
ment du volume v qu’elle occupe. Plus ce volume est 
grand, plus la pression est petite el, inversement, 
si v diminue, p augmente. La loi de MARï1oTTE (1) 
précise même que dans le cas d’un gaz parlail p cst 
inversement proporlionnel à v, à condition foutejois 


que la tempéralure ἃ de ce gaz reste constante. C’est sur 


(1) Voir Pour comprendre la Physique moderne, n. 44. 


Sn £ sfr Ré 
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ce dernier point que j'atlire voire allenlion ; la 
donnée du volume v ne suffit pas à délerminer p. La 
pression dépend, non seulement de », mais aussi de f; 
elle est jonclion des deux variables v et L. 

CEemment allons-nous représenter graphiquement 
cetle fonction d’un nouveau 1ype ? CLAPEYRON (1) a 


résolu le problème de la façon suivante. On envisage 


Fig. 42 | Fig, 45. 


le gaz à une iempéralure donnée, { = 10°, par exemple. 
Ea fonction p ne dépend plus alors que de la seule 
variable v. On la représente donc par une courbe en 
portant, suivant la méthode habiluelle, les valeurs 
de » en abscisses el celles de p en ordonnées (fig. 42). 
Puis on suppose la iempéralure égale à 15° et on 


lrace une nouvelle courbe ; de nême pour 1 = 200, 


(1) CLAPEYRON (1799-1864), ingénieur et physicien français. 
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ele... On obiient de cette manière toute un: série de 
courhes correspondant chacune à une valeur cons- 
lanle de ὁ et appelées pour celte raison courbes iso- 
(Rermes. 

Proposons-nous de calculer à l’aide de ce graphique 
la valeur de la pression pour » = ὃ liires, 4 et { — 18°, 
par exemple. Pour Ὁ τὸ 84., 4 οἱ { — 159, la pression 
est donnée par la longueur PM, ; pour v = 8 E, 4 et 
{ — 209, par la longucur PM. Il nous suffil donc 


d’interpoler, c’est-à-dire de déterminer le point M 


« 


3 
divisant le segment M, M, dans le rapport =, pour 


obtenir la valeur cherchée, égale à la longueur PM. 


82. Représentation géométrique des fonctions de deux 


variables. 


La représenlalion de CLAPEYRON cest discontinue, 
puisque l’on doil avoir recours à l’inlerpolation pour 
calculer p. Elle ne saurait donc êlre comparée à la 
représentation de la fonction y d’une seule variable x 
que nous obtenions dans les leçons précédentes en 
iraçant une courbe (ἃ. (οἴ courbe pouvail en cffel 
êlre considérée comme une vérilable image σοοῃχό- 
trique de la fonction. 

Pour obtenir une image géomélrique analogue 


d’une fonelion z = / (+, y) de deux variables ἃ οἱ y, 


il nous faut opérer, non plus dans le plan, mais dans 


᾿ 
Ὺ 
à, 
1 
3 
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ASE 


a 
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l’espace à trois dimensions. Choisissons un plan dont 
nous repérerons 105 points à l’aide de deux axes per- 
pendiculaires OX et OY et, à tout couple de valeurs 
x et y des variables, faisons correspondre un point P 
de ce plan, de coordonnées égales à x et à y. Elevons 
ensuite en P Ja perpendiculaire au plan XOY et 
portons sur cette droite la valeur correspondante de 
la fonction z. Nous obtenons ainsi un point M dont P 
est la projection sur le plan XOY (fig. 43). La quan- 
tité z, appelée cote du point M, peut également être 
mesurée sur l’axe OZ élevé en © perpendiculairement 
au plan XOY. 

Lorsque x et y varient, le point P se dépiace 
dans Je plan XOY ei le point M décrit une cer- 
laine surface S qui est l’image géométrique cherchée. 
Nous l’appellerons surface représentative de la fonc- 
lion 2. 

Exemple. — Soit la fonction z = ἃ Va? me μὲ où ἃ 
est une constante. La distance de M à l’axe OZ, égale 
à la longucur OP — V x? + y, est proportionnelle 
à la cote Ζ. La surface représentative de la fonction z 
est donc un cône de révolution d’axe OZ. 


88. Dérivées partielles d’une fonction de deux variables 
indépendantes. 


Nous allons voir ce que devient la notion de dérivée 
dans le cas de Ja fonclion z = [1 (x, y). Rappelons au 


ὶ 
ἑ 
᾿ 
k 
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préalable la définition de la dérivée que nous avions 
admise dans le cas d’une fonction d’une seule variable, 
au numéro 49 de Pour comprendre le Calcul différen- 
liel: Limite du quotient de l'accroissement de lu fonction 
par l'accroissement de la variable quand ce dernier 
accroissement diminue indéfiniment. Nous élions donc 
ameucs, pour calculer la dérivée de y = f (x), à déter- 
miner les valeurs y — f (x) οἵ y, = f (x Δα) de la 


fonction correspondant à des valeurs infiniment 
voisines αὶ et æ + Δα de la variable et à chercher 


la limite du quotient #1 —< , c’est-à-dire de 


f(x + Δα) — f (x) 
Ax 


Celle méthode n’est pas applicable à la fonction z 


, lorsque Δα lend vers zéro. 


qui dépend de deux variables ; il nous faut donc pro- 
céder autrement. 

Envisageons la valeur z = f (x, y) de la fonction 
correspondant aux valeurs æ οἱ y des variables 
et donnons un accroissement Δα à fa variable x 
seule, Ia variable y restant constante. Nous oble- 
nons une nouvelle valeur z τὸ f (æ + AÀx, y) de 
la fonctiou. Nous en obtenons encore une valeur 
différente 23 = f (x, y + Ay) en donnant un accroiïs- 
sement Ay à Ia variable y et en maintenant + cons- 
tant. 


A paris de ces iruis valeurs de la fonclion el des 


166 POUR CONTINUER LE CALCUL DIFFÉRENTIEL 


accroissements Δα οἱ Ay des variables, nous formerons 


les deux quolients suivants : 


10 FE dre SE RS δῷ ῥαδίως EG 8). 
-- ἢ Δ er: 2 
dm EE covadre EPA IE. 


Nous aopallerons dérivée partielle de z par rap- 
port à x la limite du premier quotient quand Ax 
diminue indéfiniment et dérivée partielle de z par 
rapport à y la limite du second quotient quand À y 
diminue indéfiniment. 

Nous obtenons donc deux dérivées dislincles de ]la 
fonclion z — f (x, y). Remarquons qu’il nous suffit, 
pour calculer la première, d'appliquer les méthocles 
habituelles de la dérivation à la fonction z en ne consi- 
dérant que la seule variable x, la variable y jouant le 
rôle d’une constante. L'expression du premier quotient 
est en effet celle que l’on obtient dans le calcul de la 
dérivée d’une fonction d’une seule variable x. Nous 
calculerions de même la dérivée de z par rapport à y 
en ne considérant que cette seule variable, + étant à 
son tour réduite au rôle de constante, 


84. ExEMPLE. — Soient à calculer les dérivées partielles 
de Ia fonclion z = 2° + 3 x y — ἃ y?. Pour obtenir la 
dérivée parlielle par rapport à x, dérivons z en consi- 


dérant y comme conslante ; le premier lerme donne 
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2 x, le deuxième 3 y et le lroisième zéro, La dérivée 
par!liclle par rapport à x est donc égale à 2 æ + 3 y. 

Par rapport à y, nous obienons zéro pour le premier 
terme, 3 + pour le deuxième et — 4 y pour le troisième. 
La dérivée partielle par rapport à y est donc 3 x —- 4 y. 

Une dernière remarque, fort importante : Les déri- 
vées parlielles de z par rapport à x et à y sont toutes 
deux, en général, des fonctions de x οἱ de y à la fois. 
On le vérific sur l’exemple que nous venons de consi- 
dérer. Les dérivées partielles d’une fonction de deux 
variables sont donc elles-mêmes des fonctions de deux 
variables, bien que pour les calculer on aït supposé 
lune «des variables constantes. 

Ge que nous venons de voir se généraliscrait sans 
peine dans le cas d’une fonction d’un nombre quel- 
conque de variables. On montirerait ainsi qu’uge 


fonction de n variables possède n dérivées partielles. 


865. Notations utilisées pour les dérivées partielles. 


Nous noterons les dérivées parlielles de Ia fonction z 
par rapport aux variables x el y de la façon suivante : 


27 22 
ax ἢ oy 


Gette écriture, due à JAcoB (1), est inspirée de la 


(4) Jacont (1804-1851), mathématicien allemand. 


BKEn, — Pour continuer le Calcu)i difér. 
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d 
nolialion τ ulilisée quelquelois pour désigner la 


dérivée d’une fonction y d’une seule variable x, Nous 
avous vu dans Pour comprendre le Calcul différentiel 
(n° 131) que la différentielle dy d’une telle fonction 
s’exprime ainsi : 

αι = y ἀκ. 
On vérifie en divisant les deux membres par dx que 


la dérivée y” peut également se mettre sous la forme 


du 
du quotient FA des deux différentielles. Cette dernière 


notation due à LErBniz (1), cst plus encombrante que 


? 


celle qui nous est familière, y”, introduite par La- 
GRANGE ; c’est pourquoi nous ne l’avons pas utilisée 
jusqu’à présent. 

La lettre ὃ que nous allons utiliser dans l'écriture des 
dérivées partielles se lit d rond. Notons bien que, 
contrairement À dx et dy (avec un d droit) qui repré- 
sentent des différentielles, les expressions 2%, 2y, 0% 
n’ont aucun sens lorsqu'on les prend séparément. 
Ἢ nous faudra donc toujours considérer chacune des 


2% ἋΣ 
dérivées partielles Ex οἱ ἘΠ comme un ensemble qu’il 


est impossible de dissocier. 
Signalons encore que dans certains traités les nota- 


(1) LmrBniz (1646-1716), philosophe et mathématicien alle- 
mand. 
LAGRANGE (1736-1813), mathématicien français, 
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tions zx et z7 de Lagrange servent à désigner des 
dérivées partielles. Nous emploierons de préférence 
les notalions que nous venons d'introduire et qui 
permeltent, par l’emploi des deux lettres d et », 
de distinguer nettement l’une de l’autre la dérivée 
d’une fonclion d’une variable et la dérivée partielle 
d’une fonction de plusieurs variables. 


86. Dérivées partielles de z = 2° + 3 ax?y + 3 a?xy? + αδι. 
Considérons y comme constante et dérivons par 
rapport à x: 
DZ 
2 


Ι 


32 + 3ay.2xz + ϑαβ ῃβ.1 + 0 
= JL + Gary + 3 &uy. 

Considérons maintenant æ cominc constante et 
dérivons ΖΦ par rapport à y : 

= 0. Bar. 1 30. 2y + at-3gt 
21} et 
— Ja + Gary - 3 αϑ y. 

Nous aurions pu également écrire la fonction z sous 
la forme z -- (x + ay}. Reprenons alors le calcul des 
deux dérivées. Pour dériver Ia fonction z par rapport 
à æ, 11 faut — nous l’avons vu dans la première Icçon — 
la dériver par rapport à lexpression æ + ay comprise 
dans la parenthèse el mulliplicr le résultat obtenu 
par la dérivée de celle expression par rapport à ὦ : 


07 ; 0 (4 + ay) 
DRE reader ᾿ Le RERO An AA AA 
7 μας ὧν Qu ay)? . à . 


ἘΠινν 4 = : A ᾿ Ν Ἢ à "ἡ κι 
di RARES de Last ne Et LE Li tort LA νὰ, Ὕ ΡΟΝ ἕο Liu ον απ 


+ dd 


À 
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Le terme «a y étant considéré comme constant, 
la dérivée de æ + a y par rapport à x est égale à 1. 
D'où : 

22 » Ὰ 
ent 4 CE D 
On obtient de même, la dérivée de x + ay par 


rapport à y étant égale à a : 


dZ ὃ (ας + αὖ) 
per 9 + τ UNE τ à = 96 (X + ay}. 


11 suffil de développer les carrés pour vérifier que 
ces résuliats sont identiques à ceux que nous avons 


obtenus directement. 
: x 
87. Dérivées partielles de z -- δ 


Calculons la dérivée parlielle de z par rapport à 
æ. La variable y étant constante, nous avons à dériver 


une expression de la forme a x. Nous lrouvons : 


Dans le calcul de l’autre dérivée, nous avons au 


b 
contraire à dériver une expression de la forme ml Nous 


obtenons : 


88. Dérivées partielles de z — 2-42? y δ. 5 +3xuy — gt. 


Dérivées partielles secondes. 


en SE ἥκῃ ῖ 


TS ταν... ““-...ΧὍΧὍττὔὐὔνταιν qi = 
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Nous obtlenons : 


I 


Ax — 1227 + 102 + 31, 
ΟΞ = — An + 10xty + Jay — dy, 
2} 

Chacune de ces expressions est fonction de x et de y. 
Nous pouvons donc les dériver toutes deux par rap- 
port à x et à y; nous obtiendrons ainsi les dérivées 
partielles secondes de la fonction z. 


22 
La dérivée de τ Par rapport à æ est : 


(3 ) 
2 a 
nt 
Eee ΠΣ 122? — 24xy + 10y* 
et se note 
οὶ: 27 3 
es is ὙΣ — 24rzy + 0.3. 


ΜΡ 22 
La dérivée de 3% Par rapport à y s'écrit s 


( ὩΣ ) 
ἢ 
ὑπ, 92Z 


--- 


UN - --Ἔαι τ 
oy DT 9} 


- τῷ - 1229 + 20xy + Qu? 


τ . à . 2 
Dérivons maintenant l'expression au par rapport 


à æ puis par rapport à y: 


: 07 
oy oz 
== 


JL OU 2x 


τὸ — 122% + 20xy + 908, 


es 104? + 18xy — 1203, 


LÉ. non? 


EN ETE CE 


À tn 
2 πὰρ ὃ 
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Nous remarquons que 


οὗ 52 


= —— 


δ. 9)  0Y0T 


L'expression oblenue en dérivant κα d’abord par 
rapport à x, puis par rapport à y, est égale à celle que 
l’on obtient en dérivant z par rapport à y, puis par 


rapport à x. Ceci n’est pas parliculier à l’exemple 


Fig. 44 


choïsi ; nous voyons au conlraire apparaître à une 
propriété toul-à-fait générale : 

Dans le calcul des dérivées partielles secondes ou 
d'ordre supérieur, l'ordre dans lequel on effectue 
les dérivations n'importe pas. 

Une fonction de deux variables ne fournit donc que 
8 dérivées partielles secondes au lieu de 4. En dérivant 
les expressions obtenues par rapport à x οἱ à y on 
n’obtiendrait de même que 4 dérivées particles du 


troisième ordre au lieu de 8. 


L 
αὐ δι εἰ Lier 9 hi ) ὶ ' 
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89. Dérivées partielles de r = ν Οὐ, et À nd rm 


Nous avons à dériver ici une fonction r des 
3 variables x, y. z. Celte fonction représente la dis- 
tance de l’origine Ο du système d’axcs OX, ΟὟ, 
OZ à un point M de l’espace de coordonnées x, y, z 
(fig. 44). Nous procéderons comme dans le cas des 
Jonciions de deux variables, mais nous aurons à 
déterminer cette fois-ci trois dérivées parlielles. Nous 


obtenons : 
or T x. 
"| à 
22 {a + "Ὁ j 
or 1] or Ζ 
et-de même: —— τῷ -π, --- τῷἢἝ — 
οἱ} T 027 T 


Ces trois expressions ne sont autres que celles des 
cosinus des angles que forme la demi-droïte O M avec 
les axes OX, OY, OZ. 


90. Potentiel et attraction newtoniens. 


] 
La fonction U = ἜΝ dans laquelle r désigne 


encore la distance OM, représente en Mécanique 
Je potentiel netwionien engendré par une masse unité 
placée à l'origine (1). Nous pouvons aisément cal- 
culer les dérivées partielles de U en utilisant la 


(1) À un facteur de proportionnalité près, appelé coefficient 
de l’atiraction universelle. 


Cents > 


LH 


Ce UN SU OU TA TI τ 


ms 2° 
ον Mt 5 mme 9 


un Sa ; ETES ;: AIS — RE 


| 
en | 
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formule de dérivation des Fonctions de fonclions (1) : 


91) dU or 
"ox dr | 22” 
91) dU or 
ET Pr AE 
oU dU or 
22 dr ᾿ δ᾽ 


dU 1 
La dérivée — "est égale à — τος. Nous connaissons 


pat ailleurs Ies valeurs des 3 dérivées pariielles des 
seconds membres ; nous écrivons donc : 


οἷ} 1 x 1 
27 ou Br 13? 
οἱ] Î y y 
ay ER .--...Ἅο neCy Ἑ pa = — 73° 
oÙU 1 Ζ FA 
Tai ἼΣ r. "ἢ = — γ3 Φ 


Les (rois dérivées partielles de la fonction U repré- 
seulent les projections sur les axes OX, OY, OZ de 
l’alfraclion newtonienne exercée par la masse unité 
placée à l’origine sur une seconde masse unité située 
en M. La grandeur de cette attraction est en effet 


égale à —., si l’on fait encore abstraction du coefficient 


1 
ΓΞ 
d’altraction universelle, et nous venons d’autre part 


# T y z 
de voir que les expressions BP AEUS représentent les 


re -- -.......... 


(1) Voir Pour comprendre le Calcul différentiel, n. 148 
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cosinus des angles de OM avec les trois axes. Le signe 
négatif provient de ce que l’aitraction est dirigée vers 
O, c’est-à-dire dans le sens contraire à celui où la 


distance r croît. 


91. Equation de Lapiace. 
à 20 91) 
En dérivant chacune des expressions EC Lt et 


οἷ" 
TZ par rapport à x, y et z, nous. obtenons les 


6 dérivées partielles secondes suivantes (et non 9, ce 
qui se vérifie facilement lorsqu'on se reporte à ce 
qui a été dit pour les fonctions de deux variables au 
n° 88) : 


BU AU AU 
px ? og ἢ o2 ? 
PU SU > LU 
2U ὃ: ἢ 2Z70x ἢ δ 21} 


Nous allons calculer les trois premières de ces déri- 


vées. Commençons par dériver par rapport à x [ἃ 
FN 41] x | 
fonction HÉrr Nous posons à cet effel u =—# 


L 


Ἣν Ξ 
€ == ΓΝ 


ou 
Nous obtenons : ---- τὸ... ἴ 
| ox 


dd ss. t 
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D'où, en appliquant la formule de dérivation du 


produit uv : 


U ou 2D 1 3x3 


D -- ὅ»--...-- Æ --- - ee 


pt 2x Lx FAIT: Din 
On obtiendraït de même : 
AU ΤΣ ΣῊΝ AU 1 m2 
Re A RO I 
La somme de ces trois dérivées partielles secondes 
est égale à : 


3 ἈΠΕ le pb D dt 
am à +5 CPRAEE JOMUTRE 
c’est-à-dire, puisque 2? + + z2 =7r à: 
A Norte θυ το 
nu 75 ut TU 


C’est l’équation de LarLAcE (1), que vérifie la fonc- 
tion U, potentiel newlonien, 


92. Différentielle totale. 


Nous avons vu dans Pour comprendre le Calcul dif- 
jérentiel ce qu’on entend par différentielle «d’une 
fonction y d’une variable x : C’est l’accroissement Ay 


de la fonction, correspondant à l’accroissement Δα 


(1) LaPLACE (1749-1827), géomètre οἱ astronome français. 
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de la variable, lorsque ce dernier tend vers zéro et 
que l’on néglige les Lermes infiniment pelits du second 
ordre et d’ordre supérieur. | 

Nous définirons de même la différentielle dz d'une 
fonction de deux variables z — f(x, y) comme l'expres- 
sion de l'accroissement ΔΖ, correspondant à des 
accroissements Ax et Ay infiniment petits, dans 
laquelle on ne conserve que les termes du premier 
ordre. | 


Considérons donc l’accroissement 
Az = f(x + Az, y + Ay) —} (x, y) 
de la fonction ; nous pouvons écrire, en ajoutant et 
retranchant une même expression : 
Az = f(x + A,y+ Ay) —f(, y + Ay) + (y -+ Ay) —f(, y), 
ou encore : 


(πα + Ax,y + Ay)—f (x, y -+ Ay) ἀπ. 1 (x, y + Ay)—f(x,u) à 
Δα si AY πὸ 


dE πε 


La limile du cocfficient de Ây dans cette nouvelle 
expression, lorsque Ay tend vers zéro, est égale, par 
définition, à la dérivée partielle de z par rapport à y. 
Nous poserons donc : 

f(& y + AP —1(x y ες 

NE PRES EE TUE 
e étant une quantité qui lend vers zéro en même 
temps que ΔΗ. 


De même, la limite du cocfficient de Δα, lorsque Δα 
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tenc vers zéro, est égale à la dérivée parliclle de z 
par rapport à x, mais il faut, celle foïfs-ci, envisager 
la valeur de la dérivée correspondant aux valeurs x 
et y + Ay des variables. Les fonctions que nous étu- 
dions étant supposées continues aïnsi que leurs déri- 
vées partielles, cette valeur ne diffère que d’une quan- 
16 infiniment pelite de celle que la dérivée prend 
en æ, y. Nous écrirons donc : 

1(x + Ax,y+AD—i(G, y +'Ay) 27, , 

LE τ ΣῪ D ΤΩΣ πε» 
la dérivée partielle correspondant, ici encore, aux 
valeurs æ el y des variables. 

L'’accroïssement de la fonction devient : 
02 


f az \ 
Ar fer - + ε΄" . Ax + ( 


4 «if 


+e). ἂν 
ee Δα + ΕΣ Ay Ἐε Δα +e.Ay, 


Négligeons les deux termes du second ordre εἰδα οἱ 
€. Ay et considérons les accroissements infiniment 


petits dx et dy des variables ; nous obtenons : 
dx 
dr MT ETS. du (24) 
Examinons cette expression. La dérivée parliclle 


ὉΖ À 
ἘΞ est obtenue en supposant y constante, c’est-à-dire 


en considérant # comme fonction de ἃ seule. Le pro- 


j 
| 
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duit de dx et de celte dérivée d’une fonclion d’une 
variable représente la différentielle de la fonction d’une 
variable envisagée. Un raisonnement analogue s’ap- 
plique au second terme de l’expression (24). Nous 
sommes.danc amenés à considérer la différentielle de 
la fonction z comme la somme de deux différentielles, 
calculées, l'une en supposant y constante, l'autre en 
supposant x constante. On donne à dz, pour la distin- 
suer de ces deux différentielles particlles, le nom de 
différentielle totale (1). 

Tout cela se généralise facilement dans le cas d’une 
fonction d’un plus grand nombre de variables. C’est 
ainsi que la différentielle Lolale d’une fonction x des 


irois variables x, y, z S’écril : 
DEL out ou 
du = — dx — (li —— 3, 
2% τ y y + 0Z 


Ces notions peuvent paraîlre difficiles. Nous allons 
les éclairer en en donnant tout de suite une interpré- 


lalion géométrique. 


98. Interprétation géométrique des dérivées partielles 
et de la différentielle totale d’une fonction de deux 
variables. 

Soit S la surface représentative de la fonction 

z = [ (x, y) (voir n° 82) οἵ M un point de cette surface. 


«- . 


(1) Ο dit aussi différentielle exacte οὐ différentielle lolalke 
exacte. 


4 
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Le point M a même abscisse x el même ordonnée 
ÿo que sa projection P, sur le plan XOY (fig. 45) 
et sa cote % est déterminée par la relation % = 
] (Go, Yo). Le plan IT, parallèle à XOZ et passant par 
M, coupe S suivant une courbe αι, dont les points 


ont tous même ordonnée Yo. La cote z d’un point M 


’ Ἵ 


= 


COPELIF PLILITELLLLLL. 


Fig, 45. Fig. 46. 


qui décril ὦ ne dépend donc que de x et Ia courbe C, 
représente dans le plan Il,, et à l’aide des axes OX, 


el Ὁ, Z3, la fonction d’une variable z = 7) (x, Yo), dont 


, ὃΖ 
la dérivée n’est autre que 7 - Nous savons que 


L 


la dérivée s’inlterprèle simplement dans le cas d’une 
fonction d’une variable : elle cst égale au coefficient 
angulaire de fa langente à la courbe définie par la 
fonelion. La dérivée parlielle de z par rapport à æ est 


donc représentée géomélriquement par Ja {angente à 
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GC en M, c’est-à-dire par la tangente à S siluée dans 
le plan 2. A la dérivée partielle par rapport à y, on 
ferait correspondre de même la tangente à S en M 
siluée dans le plan IL, parallèle à YOZ (fig. 46). 

Donnons un accroissement dx à æ à partir des 
valeurs æ et y des variables. Nous définissons ainsi 
un point P, du plan XOY, d’abscisse x + dx οἱ d’or- 
donnée y. Ce point peut être considéré comme la 
projection d’un point T de la tangente à (ἃ en M 
el nous voyons en nous reportant au n° 139 de Pour 
comprendre le Calcul différentiel que Ia différence des 
cotes de M, et de T; représente la différenticlle de la 
fonction d’une seule variable z = f (x, 9). Nous 
écrirons clone, en introduisant le point N, de P; Τὶ 
qui a même cote que M, : 

07 


N, ΤΙ = 2% dx. 


On oblient de même pour un accroissement dy 
et en considérant la courbe €, : 
22 
Naxos = dy. 
2 la oy y 


Donnons maintenant les accroissements dx et dy 


sinmulianément aux variables æ et y. Aux nouvelles va- 
leurs ἄρ + dx et y + dy ainsi définies correspond un 
point P du plan XOY que nous pouvons considérer 
comme la projec'ion d'un poinEl T du plan tangent à la 
surface S en M,. La différence des cotes de M, et de T 
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peut être obtenue en ajoutant les différences de cotes 
existant d’une part entre M, et T, (c’est-à-dire N, Τὼ) 
et d'autre par! entre Τὰ et T. Les droites M, Ti et T, T 
du plan tangent étant parallèles, cette dernière 
quantité est égale à la différence des cotes de M, ct 
de Ἴς, c’est-à-dire à N, T,. Eu introduisant le point N 
de PT qui ἃ même cote que M,, nous pouvons donc 
écrire NT - NT, + N; T et, en remplaçant NT; 


et N, 1, par les valeurs obtenues : 
T 22 ΤΙ. 22 y 
N = pe ΝΜ + oy { y, 


expression de la «lifférentielle totale az. 

Nous voyons que la différentielle totale de la fonc- 
tion z peut être représentée géométlriquement par la 
longueur du segment NT, c’est-à-dire par la différence 
des cotes du point M, et d’un point voisin T apparte- 
nant au plan tangent el dont la posilion est déter- 
minée par les accroissements dx et dy des variables. 
Nous généralisons ainsi le résultat obtenu dans le cas 
des fonclions d’une seule variable et nous pouvons 
remarquer, ici encore, que la distance M'T de T au 
point M” de 5 qui a même abscisse à, -[- dæ et même 
ordonnée y + dy est un infiniment pelit du second 
ordre au moins par rapport à dx el dy. On vérific 
ainsi que la différentielle Lotalc est égale, aux infini- 
ment pelits du second ordre ct d’ordre supérieur 
près, à la différence des cotes des points infiniment 


». ἀπ — ὦν ae © 


me 


RQ ee 


| 
| 
| 
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voisins M, el M’ de la suriaceS, c’est-à-dire à l’accrois- 
sement de la fonction z correspondant aux accroisse- 
ments dx ct dy des variables. 


94. Différentielle totale de z — τ 
Nous avons calculé au n° 87 les dérivées partielles 


de cette fonction : 


ei, en réduisant au même dénominateur : 


y dx — x dy 


A Ua 


La différentielle Lolale est égale à l’accroissement de 
la fonclion réduit à ses termes du premier ordre. 
Celte expression va donc nous permettre de calculer 
une valeur approchéce de l’accroïssement que subit 
le quotient z lorsqu'on ajoute respectivement de 
petites quantilés dx el dy à son numéraleur x et à son 
dénominateur y. Prenons par cxemple dx = 1 et 
dy = 2. 


Nous obtenons : 


BEER. — Pour continuer le Calcul différ. 13 
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Pour x = 20 et y = 100, l’accroissement du quotient 
z dû à l’adjonction des nombres 1 οἱ 2 à ses deux 
termes sera donc approximativement égal à : 


100 — 2 X 20 
10 000 


On vérific que l’on a en effet : 


— 0,006. 


pour ti 20974100: 28407, 
pour ἃ =21,7 ἀπ 102. : z ΞΞ 0,20588.+ 


Pour d’autres valeurs de x et de y, on auraït d’auires 
valeurs de l’accroissement dz. Par exemple, lorsque 


1 
æ el y sont dans le rappori —, l’accroissement dz est 
nul, propriété arithmétique d’ailleurs évidente. Ce 
qu’il importe surtout de retenir, c’est que la différen- 
Uelle totalc dz est une fonction de x οἱ de y. Les accrois- 


sements dx ct dy n’interviennent dans son expression 
qu’à litre de coefficients. 


95. Différentielle totale et différentielle quelconque. 

1 est nécessaire d'établir certaines distinctions 
entre difiérentielles dans le cas de deux variables. 
Nous allons voir qu’il existe en eflet d’autres diffé- 
rentielles que celles que nous avons définies. Envi- 
sagcons cles accroissements dx et dy des variables x 
et y, que nous multiplicrons respectivement par des 
fonclions arbilraires À (x, y) et B (x, y) de x οἱ de y. 


En additionnant les deux produits oblenus nous 
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formons tine expression qui tend vers zéro en même 
temps que dx et dy ct qui, pour cette raison, porte 
encore le nom de différentielle. Elle s’écrit : 
dz = À (x, y) dx + B (x, y) dy (25) 
et permet de définir une quantité dz en tout point 
x, y οἱ directement à partir de dx et de dy. 
Si nous revenons maintenant à la définition de 
la différentielle totale (n° 92), nous remarquons que 
celle-ci est d’un type bien particulier : Elle représente 
l'accroissement dz que subil une certaine fonction 
4 =T (x, y) lorsqu'on donne aux variables des accrois- 
sements dx οἱ dy (et en se limitant aux termes du 
premier ordre). En formant l'expression (25), nous ne 
nous sommes aucunement souciés de l’existence 
d’une Lelle fonction. Nous sommes donc tout nalurcile- 
ment conduits à nous demander à quelle condition 
l'expression (25) représente une différentielle totale. 
Il laut pour cela qu’on puisse l’identificr avec Fexpres- 
sion (24), c’est-à-dire que Α (x, y) ct B (x, y) puissent 
être considérées comme les dérivées partielles τος el 
τῇ d’une fonction Ζ de x ct de y. Nous savons (n° 88) 
qu’en dérivant la première de ces dérivées par rapport 
à y οἱ la seconde par rapport à x, on doit obtenir une 
même cxpression. Nous devons donc pouvoir écrire : 
A o0B 
2 ὧοΣ 


; (26) 


νυ. ati 


4 
4 
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Cetle condilion est d’ailleurs suffisante et nous 
pouvons affirmer qu’une différentielle dz 65: une diffé- 
renlielle totale lorsque les coefficients Α (x, y) et B (x, y) 
des différentielles dx et dy vérifient la relation (26). 
La fonction z correspondante admet alors À (x, y) 
οἱ B (x, y) comme dérivées partielles. 

Remarquons que dans le cas des fonclions d’une 
seule variable, nous n’avions pas eu à établir de dis- 
tinction entre différentielles. En effet, à toute diffé- 
rentlielle dy définic par la relalion dy = A (x) dx corres- 
pond une fonction y = f (x), qui n’est autre que l’in- 
tégralc de A (x) dx. 


96. Application à la Mécanique : Travail. Fonction de 


force. 


Soil un point M de coordonnées x et y qui peul se 
déplacer dans le plan XOY. Ce point est soumis à une 
force 1° définie par ses composantes X οἱ Y suivant 
les axes OX et OY (fig. 47). 

Le travail ὦ eflcctué par F lorsque le point M 
décrit un arc de courbe C pour se rendre de M, (coor- 
données x, et y,) en Ma (x, y) dépend en général de 
la courbe C. ἢ peut cependant arriver que ὦ ne 
dépende que de M, et de M, et soit indépendant du 
chemin suivi. Le travail effectué est, dans ce cas, 
le même lorsque le point M se rend de M, en M, en 


suivant un arc GC’ différent. Nous allons déterminer 


f 
| 
| 
ἡ 
L 
ἐ 
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les condilions que doit remplir la force F pour qu'il 
en soit ainsi. 

Envisageons le travail élémentaire d® effectué 
par F dans un pelit déplacement de M (x, y) en M 
(τ | dx, y + dy) (fig. 48). Ce travail s’exprime par 
la différenticlle 

d& = Xdx + Ydy. 


Supposons que les composantes X et Y soient 


LELELL LT) 


paques 


Fig. 47. Fig. 48. 


égales aux dérivées particlles d’une fonction U (x, y). 


Nous pouvons alors écrire : 


Ü 91) 
db — Le de + — dy = αὉ 
oT 24 


et nous voyons que ic lravail élémentaire est égal 
à la différentielle totale 4Ù. A chaque déplacement 
infiniment petit MM” effectué sur GC correspond un 


travail élémentaire égal à l’accroissement de la fonc 


ER. 3 er lé 
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tion U. Le travail total ὦ effectué entre M, et M, 
s’exprime donc par la différence des valeurs que prend 


la fonction U en ces deux points : 
& = πὰ (Xe, Ua) x LU! (x, Un). 


Ainsi, lorsque les composantes de la force F sont les 
dérivées partielles d’une fonction 1] (x, y), le travail Ὃ 
ne dépend pas du chemin suivi entre M, et Με. La réci- 
proque est vraic. 

On dit alors que F dérive de la fonction de force U 
et nous savons que ses composantes X et Y doïvent 
vérifier la formule (26) que nous avons établie au 
numéro précédent (1). 


97. Application à la Thermodynamique : Formule de 
Clapeyron. 


La distinction entre différentielle quelconque et 
différentielle totale cest fondamentale en Thermod y= 
namique. Vous allez en juger par ce qui suit. 

Envisageons une cerlaïine masse d’un gaz homo- 
gène. Nous avons vu au début de cette leçon qu’il 
élail possible de repérer son état au moyen de deux 


variables, sa tempéralure et son volume, par exemple. 


(1) Le μοί οί netwlonien étudié au n° 90 n’est autre que la 
fonction de force dont dérive l'attiaction newionicnne, Notons 
d'autre part qu’à l’expression foncticn de force les Physicicns 
préfèrent Je terme de potentiel par lequel ils désignent la 
ionction — TU, 


FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 189 


Choïsissons encore ces variables, mais en spécifiant 
que la température utilisée sera la température absolue 
Ἔ, c’est-à-dire que T = 0 correspondra à — 273 degrés 
centigrades. 

Faisons subir à notre masse gazeuse une transfor- 
mation très petite, au cours de laquelle sa tempéra- 
ture T et son volume v s’accroissent respectivement 
des quantités dT οἱ dv. 

La quantité de chaleur fournie à la masse gazeuse (1) 
pendant cette transformation s’exprime par : 

ἀρ =c.dT +1. ἂν, (27) 
où les coefficients c et ! sont des fonctions de T et de v. 
La différentielle dQ n’est pas une différentielle totale. 
Un raisonnement absolument analogue à celui que 
nous avons tenu au numéro précédent nous montre- 
rait que cette proposition de nature purement analy- 
tique peut s’énoncer en langage physique de la façon 
suivante : La quantité de chaleur Q que l’on doit fournir 
au gaz pendant la transformation dépend non seulement 
des états initial et final mais aussi des états intermé- 
diaires, c’est-à-dire de la manière dont s’est cffectuée 
la transformation. 


Il résulte au contraire des deux principes fonda- 


(1) Les accroissements dT et dv peuvent évidemment prendre 
des valeurs n'gatives ; il s'agit alors en réalité de diminutiorts. 
De même, dQ est négatif lorsqu'on prend de la chaleur à la 
masse gazeuse, au lieu de lui en fournir. 


τ: 
Εις... : 


.» DES D di uft 
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mentaux de la Thermodynamique que la variation 
de l’énergie interne U οἱ celle de l’entropie S de la masse 
considérée ne dépendent que de Pétat initial et de 
l’état final dans une transformation réversible. Ces 
fonctions Ü et S sont définies par les accroissements 
qu’elles subissent au cours d’une transformalion 
infiniment pelile et qui s’écrivent 


dU=J.dQ—d& dS=— 


où dQ représente la quantité de chaleur fournie à Ja 
masse gazeuse pendant la transformation, d& le 
travail élémentaire effectué par le gaz, T la tempéra- 
ture absolue de la masse et J la constante appelée 
équivalent mécanique de la chaleur. Le travail élémen- 
taire d& est égal à pdv, où p désigne la pression du gaz. 
La relalion (27) nous donnant, d’autre part, l’expres- 
sion de dQ en fonction de dT οἱ dv nous pouvons écrire : 


dU = Jed'T + Jido— μάν « JCÜT + (Jl—p)dv, (28) 


û l 
ds = mi d'T + TT dv, (29) 
où dU et dS sont exprimés au moyen des variables T 
et ν el de leurs différentielles. 
Maïs dire que les fonctions U οἱ S ne dépendent que 
de l’élal inilial de l’état final, c’est exprimer que AU 


el AS sont des différentielles totales. 1] faut alors que 


les coclficients de dT el Ge dv dans les expressions 
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(28) et (29) vérifient la relation (26). En ce qui concerne 
dU, nous oblenons : 


2(Je) __ 2(JI—p) 
DOS Nu 2T 


et, puisque J est un coefficient constant : 


ac . ol op 
ὄπ ἘΠῚ DEEE tr s 30 
" av 2 Ὁ Τ' δι γ΄ (Ὁ 


Nous tirons de même de la relation (29) : 


ὃ ΟΥ̓Δ, 29. 1} 
Ze Va D LAS Ni De 1e ls 
Remarquons que T est indépendant de ν et consi- 


dérons d'autre part la parenthèse du second membre 


1 
comme le produit de ἐ οἱ de -——; nous pouvons écrire : 


1 oc 1 ἘΞ ἰ 


Ἢ ob ΤΡ, ὅς πὶ GD) 


Divisons les deux membres de la relalion (30) par 
J et mulliplions ceux de la relation (31) par T : 


86 οἱ 1 op 


πὴ ΓΤ ΟἾΣ Ve 
CES ΣᾺΣ ai 4: 
ED UNE TE ΣΡΣ QE 


En retranchant (32) et (33) membre à membre 


nous obltenons : 


>p 
5.1. 


7 - 
LL: 


192 POUR CONTINUER LE CALCUL DIFFÉRENTIEL 


C'est la formule de Clapeyron. On en déduit facilement 
Ja dérivée partielle de Z par rapport à T : 
DEA He SAP 
ΔΉ ἘΣ ΔΚ 2. SCT OS: 
que l’on porte dans la relation (32) pour obtenir : 
2€ TE D 
20 nu ἢ ΤΕ 
seconde des formules importantes de Thermodyna- 
mique que la seule considération des différentielles 
totales nous pcrmet d’établir, 


SEPTIÈME LEÇON 


MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS 
DE DEUX VARIABLES 


98. Différentielle totale seconde. 


Dans l’étude des fonctions d’une variable, nous 
avons été conduits à envisager les dérivées secondes. 
Les dérivées premières ne nous auraient pas permis, 
en effet, d'examiner certaines particularités du second 
ordre des fonctions et des courbes, telles, par exemple, 
que les points d’inflexion. 

Nous sommes amenés maintenant, pour des raisons 
analogues, à forger un instrument plus efficace que 
la différentielle totale dz. Nous allons introduire la 
différ'entielle totale seconde, c’est-à-dire la différentielle 
lotale de la fonction Az. I nous faut donc former les 
dérivées partielles de : 


27 22 
dz = Sr JT rot dy, 


qui est fonction, nous l’avons vu au n° 94, de καὶ οἱ de y 


Ἕ 
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seulement, les différentielles dx οἱ dy jouant le rôle de 


coefficients. Nous écrivons ainsi : 


ὃ (d2) oz De 
TE UE rer LEEESS - εἰ, 
nE ΔῈ» δ Ὁ 

ο (dz) Ὁ Ζ 2° 
— = dx + SR ἐν 
ou ὧν ὁ ἢ οὔ 


en multipliant la première de ces dérivées particlles 
par dx, la seconde par dy et en addïilionnant, nous 


obtenons la différentielle tolale seconde, que nous 


notcrons : 
$ ΔῸΣ 2°Z èz 
δ =" 42. + 2 — dx dy + — dy. (34) 
ox? TOY Ua: 
EXEMPLE. — Proposons-nous de calculer la «diffé- 


renlielle totale seconde de la fonction : 
z = χα + 2x + w. 


Les dérivées partielles premières s’écrivent : 


22 27 
--- = J4 4 27° — τ 4xy + JU: 
τῆς + ay", Su y + ous 


on en déduit les dérivées parliclles secondes : 


02Z D2Z DZ 


τόρ ταῖν Ab ue = OU. 


PE 
La formule (34) donne alors : 
dz = 6x dr? + 8y dx dy + 6y dy. 


99. Dérivées partielles premières nulles. Fonction 


stationnaire. 


Nous avons vu que l’élude des dérivées y’ οἱ μ΄ d’une 


fonclion d’une variable perméetlait de délcrminer 


- 
᾿ FE 
nn RE» 


laits 
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les maxima οἱ minima de cette fonction. Nous allons 
monirer maintenant que l’on peut caractériser d’une 
manière analogue les maxima ct minima d’une fonc- 
lion de deux variables z = f (x, y) par les valeurs 
que prennent les dérivées successives de z. 

Si z a une valeur maximum ou minimum, le plan 
langent à la surface représentalive S au point M, 
correspondant doit nécessairement être parallèle 
au plan XOY. Les tangentes M, Ti et M ἧς envisa- 
gées au n° 93 sont alors respeclivement parallèles aux 
axes OX ct OY et les deux dérivées partielles pre- 


mières sont nulles : 


3 


Réciproquement, si ces deux dérivées sont nulles, 
les tangentes M, Τὰ et M, Τὶς sont respeclivement 
parallèles aux axes OX et OY et le plan tangent à 
S en M, est parallèle au plan XOY. On ne peul cepen- 
dant affirmer que la fonction z présente un maximum 
ou un minimum, car il se peut que la surface traverse 
son plan langent en M,, comme une courbe traverse 
Sa Langente en un point d’inflexion ; dans ce cas, il 
existerait au voisinage de M, des points de S dont la 
cole scrait supérieure, et d’autres dont la cote scrail 
inférieure à celle de M,. Aussi nous contenlerons- 
nous de dire que la fonction z est s{alionnaire en M, 


en donnant à ce terme le sens que nous lui avions 


ἢ, ἡ 


de 
Ta T 
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altribué dans Pétude des fonctions d’une variable 


(n° 77). L’accroissement de la fonction au voisinage 


de M, se réduit en effet à ses Lermes du second ordre 
et d’ordre supérieur, puisque la différentielle totale 
dz, qui en représente la partie infiniment petite du 
premier ordre (voir n° 92), s’aunule avec les deux 


dérivées partielles. 


100. Maxima et minima. 


Cherchons à quelles conditions supplémentaires 
la fonction doit satisfaire, pour que le point M 
en lequel clle est stationnaire représente un maximum 
ou un minimum. Pour qu’au voisinage de M, la sur- 
face 5. soit située d’un même côlé de son plan tangent, 
il faut que l’accroissement de z conserve le même 
signe, quelle que soit la direction suivant laquelle 
on s’écarte du point M, C’est la série de TAYLOR, 
adaptée au cas des fonctions de deux variables, qui 
permet d’éludier le signe de cet accroissement. Nous 
n’exposerons pas la méthode afin de ne pas dépasser 
le cadre de cel ouvrage, mais nous uliliserons ἰὼ résul- 
tal qu'elle nous fournit : Le signe de l'accroissement 
de αὶ au voisinage de M, est celui de la différentielle 
lolale seconde. Cela semble d’ailleurs intuitif lorsqu'on 
compare celte élude à celle des fonciions d’une 
variable, qui cst basée sur le signe de la dérivée 


seconde, 
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Revenons done à l’expressien (34) de la difiéren- 
{iclle totale seconde en posant : 
dy — m.dx, 
afin de faire apparaîlre le coefficient angulaire m de 
la direclion suivant laquelle on s’éloigne de M, 
Nous obtenons ainsi : 


{ ÀZ οὗ Ζ 2x \ 
2 ne - Ρ 2 | (1 
nt EE τας τ An ΣΝ ur) ΚΣ 


Le second facteur élant constamment positif, 


dz conservera un signe constant quelle que soit la 
direction envisagée, si la parenthèse garde le même 
signe pour toute valeur de m. Or, pour que le trinôme 
du second degré Am + 2Bm - C ne change pas de 
signe, il faut et il suffit que l’équation : 
An + 2 Bm + ἃ = 0 
n’admelte pas de racine réclle, c’est-à-dire que le 
discriminant D — B? — AC soit négatif. 
Ainsi, la fonction z, stationnaire en M,, présente 
un maximum ou un minimum en ce point si l’expres- 


az \2 ΟΖ 552 
De An ΣΉ ει (35) 
δ. 01 y 


οὐ" 


410}} ; 


est négative. 
Le signe du trinôme élant celui de A, coefficienL 
du terme du second degré, laccroissement de ja fonc- 


tion z sera positif pour tout petit déplacement effectué 
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à partir de M si À > 0, négaiil au contraire si À < 0. 
Dans le premier cas on ἃ un minimum, dans le second 
un maximum. Celle discussion peul d’ailleurs se faire 
à parlir de C ; en effet, le discriminant étant négatif, 
le produit AC doit être posilil el les cocfficients A et ἃ 
ont même signe. Ainsi, pour distinguer l’un de l’autre 
maximum et minimum, il suffit de déterminer le 
signe d’une des deux dérivées partielles secondes qui 
forment le second terme de l’expression (35) du dis. 
criminant D. 

Nous résumerons cette étude en énonçan. : 

La fonction z =f (x, y) est stationnaire si ses 
deux dérivées partielles premières sont simultané- 
ment nulles, Lorsque, en outre, le discriminant D 
est négatif, on peut affirmer qu'elle présente un 
maximum ou un minimum. Le signe de l'une des 
dérivées partielles secondes : 


922 AZ 
δά." ou? 


permet alors de distinguer ces deux cas, le maxi- 
mum correspondant au signe — et le minimum au 
signe +. 


101. Etude de la fonctionz = 5x? -ἰ- 4xy + y +2x —Gy. 

A litre d’application des résultals théoriques que 
nous venons d’obtenir, nous allons déterminer les 
Valeurs de x el de y qui rendent la fonction z slation- 


—_ _ PER «------- -- a 
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naire el examiner si elles correspondent à un maximum 
où à un minimum. 


Nous commencerons par annuler les deux dérivées 
partielles premières : 


7 = 10% + 4y +2 = 0, 
REA 


0Z 


— = 4x + 2y — 6 


= 0. 
δ.) 


Ϊ 


En soustrayant membre à membre, après avoir 
divisé la première expression par 2, nous oblenons : 
LES, πὴ tn Parts 12117 
et, en portant cette valeur dans une des équations : 
y = 17. 


Au point corresvondant la fonction z est donc 
stalionnaiïire et le plan tangent à la surface parallèle 
à XOY. Pour préciser s’il s’agit récllement d’un 
maximum où d’un minimum, nous calculerons 
les dérivées parlielles secondes, qui se réduisent ici 
à des constantes : 


oz ΟἿΣ DZ 
Frs == , CT — , τ τὶ y A 
2x 207 04 21} 


On ïiorme alors facilcinent le discriminant D ἃ 
partir de la formule (35) : 
1) - 4— 10 X 2 = 16 — 20 — — 4, 
Le discriminant étant négalif, la fonclion passe par 
1.1} inaximum ou un minimum. 1} s’agil d’un aiinéimumn 


BEER. — Pour coutinuer le Calcul difiér. 14 
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puisque la première des dérivées pariielles secondes 
calculées, égale à 10, est positive. 


102. Application à l’étude des paraboloïdes. 


Ceux d’entre nos lecteurs qui ont étudié les quadri- 
ques auront reconnu dans la surface que nous venons 
d'examiner un paraboloïde elliptique. La fonction 
que nous avons envisagée est en effel du Lype : 


z = GX + 2 bay + y + 2 dx + 2ey + f 


dont nous allons dire quelques mois. 

Cette équation plus générale est celle d’un parabo- 
boloïde. En coupant cette surface par le plan XOY, 
c’est-à-dire en remplaçant z par la valeur 0 dans léqua- 
tion, on obtient une conique. Lorsque le discriminant 
b? — ac formé avec les coefficients des {1015 premicrs 
termes est négatif, cette conique est une ellipse réelle 
ou imaginaire ; lorsque ce discriminant est positif, 
la conique est une Ayperbole. Dans le premier cas, 
le paraboloïde est dit elliplique, dans le second, 
hyper bolique. 

Cela dit, calculons les dérivées partielles de z du 


premier et du second ordres. Nous obtenons : 


07 02 : 
—- — dax -- 2by + 26, -— = 2bx + 2cy + 2e 
τ + 20y + 44, DU + 2cy , 
922 οἷ Ζ ν᾿ ὍΣ Ζ 4 

--- — 24, ------ = 2b, ee TS 

04° ox oy oy 
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On forme alors le discriminant D d’après la formule 
(35) : 

D = 4 (Bb? — ac). 

Ainsi, lorsque D? — ace « 0, c’est-à-dire lorsque le 
paraboloïde est du type elliptique, les valeurs de x 
el de y qui annulent les deux dérivées partielles pre- 
mières correspondent à un maximum ou à un mi- 
nimum. On obtient de cette façon le sommet du 
paraboloïde. 

Au contraire, lorsque D? — ac => 0, le paraboloïde 
est hyperbolique et ces valeurs des variables ne cor- 
respondent ni à un maximum, ni à un minimum. 
Elles déterminent un point M en lequel le plan tan- 
gent au paraboloïde est parallèle à XOY cet coupe 
la surface suivant deux droites passant par M. 


103. Etude de la fonction z == 2° + à? + Axy + 2y2. 


Aunnulons les dérivées parliclles premières à 


22 
— = 2 + 2x + dy τῷ 
À SL + + 4y = 0, 
22 
—- = 4Χ Au = 0, 
τι + 4y 
Le seconile équation donne : y — — x; en portant 


ceile valeur dans la première équalion, on écrit : 


Sa + 2% — 4x = 0, 
ou : (κα — 2) = 0, 


SR δον σὰ 


τ λλα- 


ἢ 
L' 
x 
+ 
L. 
È 
Σ 
# 
4 
À 


TE D das al He LEA “2 2 Ϊ er Hu 
no A 1 Cv a y nt à So τὸ τ νὼ ᾿ξ εάν ES 
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= 
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Nous oblenons ainsi deux solutions : 


10 æ = 0, Pr 70; 
2 2 
20 5 τ τ "ΕΞ ΤΣ 


qui rendent la fonction z stationnaire. 
Calculons maintenant les dérivées  parliclics 


secondes Σ 


DZ Ὁ Σ οὖς 
É RAR NE ÉE TITRE LU 


afin de former le discriminant : 
D — 16 — 4 (6x + 2) = 8 (1 — 3). 
Cette expression est égale à + 8 lorsque x = 0 
2 À 
et ἃ — 8 lorsque x = τ- La premiére solution ne cor- 


respond donc ni à un maximum, ni à un minimum. 
La seconde solulion, par contre, doit être relenue ; 
c’est à un minimum de la fonction qu’elle correspond, 
puisque la première des dérivées partielles secondes 


4 


que nous avons calculées est positive pour ἃ = 3 


(la dernière également). 


104. Application aux triangles inscrits. 
Soit un cercle de rayon donné r. Nous allons déter- 
miner le triangle A B C d’aire maximum que l’on pet 


inscrire dans ce cercle, 


% ὶ + 
- L “ - ᾿ « és a 4 1 eu 
nm? τὰν» 2h | . ε- 5 eu, + Fa ᾿ 
{μα ἐν ΡΟΝ SCT I ds he £ Li ἮΝ Ex au ΡΤ x A ἘΣ 


ΜΞ 


— PE μον “ Man εις ΡῈ ἐμ 


νι} 
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Traçons les rayons OA, ΟΠ, OC (fig. 49) et désignons 


par æ οἱ y les angles au centre correspondant aux 
angles inscrits À οἱ B ; le troisième angle au centre 
est donc égal à 2 x — 1 — y. T'aire du triangle partiel 


Ο BC est obtenue en multipliant Ia moitié de la base 


C 


Fig. 49, 


B C par la hauteur ; il nous faut donc former le pro- 


duit : 


r sin - τῇ Mise MENT i 
Hz . P COS ---- = ΓΞ sin -—- 005 — = -- - r°sin », 
2 2 2 τω 


En opérant de même pour les autres triangles par- 
tiels, nous obtenons l’expression suivante de l'aire Ζ 
du triangle inscrit A B C : 


1 
5 τὸ πὰ Τὸ [sin ὦ + sin y + sin (27 — x — y]. 


ia Ba ΤΥ - 4 FPE. ΜΡ ΗΒ “5 Ὲ | er Mn ἐς " PT τεῦ PET ΤῊ | 
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Aurulons les deux dérivées parlielles de z : 


= μα 1 
A ἕν L 


r2 [cos x — cos (27 — αὶ — y)l = 0, 


2x 2 
227 1 
--- 2 ---- “---- «-... — 0 D 
ΠῚ ΣΤ [cos y — cos (27 ᾳ — y)] ; 


r® étant différent de zéro, les irois cosinus doivent &ire 
égaux : 
COS ἃ = COS Y —= COS (2π — ἃ — 1j). 

Les trois angles ont donc même cosinus. Or, deux 
angles inférieurs à 27% ont même cosinus lorsqu'ils 
sont égaux ou lorsque leur somme esl égale à 2 π. 
Ce dernier cas est évidemment à exelure ici puisque 


le troisième angle serait nul. Les trois angles sont 


2T 3 
donc égaux; leur valeur commune est —- et le (riangle 
D 


est équilatéral. 

Encore faut-il vérifier que la solution x = y ΞΞ cu 
qui rend la fonction z stationnaire correspond cflec- 
livement à un maximum. Calculons à cet cflel les 


valeurs que prennent alors les trois dérivées particiles 


secondes. On ἃ: Ὡς 
sin ἃ = sing = sin (27 — ἃ -- y) — — - 

et, par conséquent : à 
252 1 ν 3 
Pr τιν .--- - ΓΞ [9] Ἷ — EL — --- Ὁ ὦ 
ταν 5 r?{[sinx + sin(27r ΄--- ἡ ---- 7)] 2 r2, 
#2 1 V3 

Me D PP 2e AN 2 

CET RES LL QT —x— ἡ πε 1.» à 
Cas Se 3 
on "5 r’[siny + sin (27 —2x— 17)] =— ἢ r?. 
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On forme alors le discriminant : 


Le signe de D et celui de la première des dérivées 
partielles secondes nous permettent d’affirmer que 
la solution obtenue correspond bien à un maximum 


de l’aire du triangle. 


105. Application à l'étude des fonctions implicites. 


Nous allons voir que les méthodes de dérivation 
par rapport à plusieurs variables, que nous venons 
d'étudier au cours de ces deux dernières leçons, 
peuvent être très utilement appliquées à l’étude des 
fonctions d’une seule variable. 

Les fonctions y de x envisagées dans les Leçons III 
et IV étaient données sous la forme explicite y = 7 (4). 
Au n° 63 nous avons cependant eu à étudier une 
fonction définie d’une manière différente, au moyen 
d’un paramètre {. Ces deux cas ne sont pas les seuls 
que l’on rencontre ; on peut en effet définir une fonc- 


tion y de x par une simple relation. 
f (x, y) = 0 (36) 


liant æ et y. On dit alors que la fonction y est donnée 
sous forme implicile. 
Pour construire la courbe représentant la variation 


de la fonction y, nous donnerons à x diverses valeurs 


δ 


5 ΣΕΥ ὙΦ bain 


NAT RU 


+. 
PPT 


ΞΕ ΤῸ 


EE = - = 7 


ee 
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et déterminerons chaque fois la valeur de y qui vérifie 
la relation (36). Notons par ailleurs une définition 
géométrique intéressante de Ia courbe : Soit la fonction 

z = 1 (x, y) (37) 
des variables x el y ; elle est représentée par une 
surface 5. En coupant $ par le pian XOY, c’est-à-tire 
en remplaçant 2 par 0 dans l’équation (37), on retrouve 
la relation (36) ; la courbe envisagée représente donc 
la section de S par le plan XOY. 

Une question imporianie vient tout naturellement 
à l’esprit. Comment tracerons-nous la tangente en 
un point de la courbe, comment détcrminerons-nous 
les maxiïma et les minima de la fonction ? En un 
mot, comment calculer la dérivée y’ de Ja fonction y 
donnée sous forme implicite ? 

Nous allons, dans ce but, écrire les différentielles 
des deux membres de la relation (36). La différentielle 
de la constante Ὁ est évidemment nulle : la différen- 
tielle lotale de la fonction de 2 variables f (x, y) se 
forme à l’aide des dérivées partielles de cette fonction, 
que nous noterons ζ΄, et γψ. On oblient donc : 

fx dx + J'y dy = 0. 
Il est alors facile de tirer de cette relation l’expres- 


d 
sion du quotient 3 , qui n’est autre que la dérivée y’ 


cherchée, Nous pouvons, en effet, écrire : 
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Les valeurs de + annulant le numérateur f’; rendent 
la fonction y stationnaire et correspondent donc en 
général à des maxima ou à des minima. A moins 
cependant qu’elles n’annulent en même temps le 
dénominateur f', ; un examen plus approfondi du 
quolient serait alors nécessaire. 


106. ExEMPLE. — Soit la fonction y définie par 
l'équation : 
Az +9 y — 36 = 0, 
qui est celle d’une ellipse rapportée à ses axes. Les 
dérivées parlielles de la fonction de x et de y, consti- 
tuée par le premier membre de la relation, s’écrivent : 


ζω: = 8x, ἔν = 18 y. 
On en déduit l'expression de la dérivée de y par 


rapport à x: 


ÿ =—-7— 


SAT FT 
On vérifle ainsi que la tangente est parallèle ἃ OX 
lorsque αὶ = 0, c’est-à-dire en chacun des deux points 
d’intersection «le l’ellipse et de l’axe OŸ. Elle cst au 
contraire parallèle à OY aux points d’interscction 


avec OX, y étant alors nulle et la dérivée infinie. 


à ty. pe it, en A < 
ἴω nd out , κ' ὃν, fi as Ai: «1 


γι ι PORRUE Bis EL 


à 1-4 /i 1 don ΠΥ 


, 
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APPLICATIONS A LA GÉOMÉTRIE PLANE 
ENVELOPPES. COURBURE 


107. FTangente et normale à une courbe. 


Nous consacrerons cette dernière Leçon aux ques- 
tions d’enveloppe et de courbure, qui sont parmi les 
applications les plus imporlantes du Calcul différen- 
tiel à l’étude des propriétés infinilésimales des courbes 
planes. Maïs avant d’aborder ce sujel nouveau, nous 
formerons les équations de la {angente et de la normale 
en un point d’une courbe, qui nous seront utiles par 
Ja suite. 

Au cours des Leçons III et IV, nous avons écrit 
à maintes reprises l’équation de la tangente en un 
point parliculier d’une courbe donnée. Nous généra- 
liserons simplement les résultats obtenus alors en 
considérant une courbe représentant une fonclion 
arbitraire y de x οἵ un point quelconque M (x, y) de 
cetle courbe. La iangentie en M est la droïle passant 
par M, dont le coefficient angulaire est égal à Ja dérivée 
μ΄ de la fonction y. En désignant par X οἱ Y les coor- 
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données d’un point variable de [a tangente, léqualiou 
de cette dernière s'écrit donc : 


Ὺ — y = y (X —"x) (38) 


L'équation de la normale en M s’obtient alors 
facilement. Son coefficient angulaire est en cffet 


égal à gp? puisqu'elle est perpendiculaire à la Lan- 


gente (1). Nous écrirons donc, en désignant par X el Y 
les coordonnées d’un point variable de la normale : 


1 
DR RL ARS 


après mulliplication par y” et en plaçant tous Îles 
lermes dans le premier membre, nous obtenons : 


ET PACE Er ποῖον: (39) 


C'est sous celte forme que nous retiendrons léqua- 


1101} de la normale en nn point M (x, y) d’une courbe. 


108. Famille de courbes planes. 


Soient un système d’axcs OX, ΟὟ et une fonction 
1 (x, y, u) des variables x, y et d’une troisième variable u. 


En annulant cette fonction, nous obtenons l’équation : 
} (5, y, 11) = 0. (40) 


Donnons une valeur particulière Πρ à u ; la fonction 


— 


(1) Voir Pour comprendre la Géométrie analytique à deux 
dimensions, n° 60, 
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ne dépendra plus que des deux variables x el y et 
l'équation 

1 (ἃ, y, πο} = 0 (41) 
représentera une courbe (C) du plan. En donnant 
une autre valeur à u, on obtiendra une autre équation 
en æ et y, à laquelle correspondra une aulre courbe 


du plan. En faisant varier u, on délermine ainsi 


Fig. 50, Fig. 51. 


une infinilé de courbes ; on af que l’équation (40) 
définit une /amille de courbes planes dépendant du 
paramèire τι. 

Lorsque l’on construit un certain nombre de courbes 
(C1); (Ca); (C3), de la famille, correspondant aux 
valeurs 11, 115, u4..., du paramètre, on remarque qu’il 
esi possible de tracer une courbe (E) iangente à cha- 
cune d'elles (fig. 50). Celle courbe (E) est appelée 
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enveloppe de la famille et les points de tangence 
M,, Μ,, M. portent le nom de points caractéristiques 
des courbes (C1), (C3), ((ῳ),... On montre que par tout 
point M de (E) passe une courbe (C) de la famille ; l’en- 
veloppe peut donc étre considérée comme le lieu des points 
caractéristiques des différentes courbes de la famille. 
Signalons que l’on définit parois le point caractéris- 
tique M d’une courbe (C) comme 18 limite du point 
d’intersection N de (C) avec une courbe voisine (G°) 
lorsque celle-ci tend à se confondre avec (0) (fig. 51). 


109. Détermination de l’enveloppe d’une famille de 
courbes planes. 


Nous allons maintenant voir comment, connaissant 
une famille de courbes planes, il est possible de déter- 
miner analytiquement son enveloppe (E). 

Soit une famille de courbes définie par une relation 
du type (40). ἴοι les points de (E) vérifient celle 
relalion puisqu'ils appartiennent tous à une des 
courbes de la famille. L’équation (40) πὸ suffil cepen- 
dant pas pour déterminer l’enveloppe. Pour définir 
une de nos courbes (CG), il nous fallait en effet ajouter 
une condition supplémentaire : fixer la valeur du 
paramètre u. Dans le cas présent, la condition sup- 
plémentaire sera fournie par une nouvelle relation 
entre les trois variables x, y el u, relation que nous 
allons chercher à établir. 
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En un poiol M quelconque de (13), l’enveloppe et 


la courbe (C) passant par M admettent même lan- . 


gente. Le coefficient angulaire de cette droite, consi- 
dérée comme tangente à (C), s'obtient en calculant la 
dérivée de y par rapport à æ à partir de l’équation 
(41) qui lic les dcux variables x et y. Nous avons vu 
au n° 105 que celte dérivée s’écril : 
dy = 
dx l'y 


Ce raisonnement pouvant être repris pour tout point 


de l’enveloppe, cette expression du cocfficient angu- 
laire de la tangente est valable tout le long de (E). 
Lun chassant les dénominateurs et en écrivant tous les 
termes au premier membre, nous oblenons ainsi la 
relalion : 
fr. dis + fa. dy = 0: (42) 
D'autre part, nous pouvons différenticr les deux 
membres de l’équalion (40) qui lie les variables x, y, 
u et obtenir cette seconde relation, également valable 
en tout point de l’enveloppe : 
le. dx + fy. dy + fu. du = 0. (43) 
Nous voyons qu’en retranchant membre à membre 
ces deux relations, nous obtenons : 
HAAULUR Ξε Ὁ: 


Le paramètre u étant variable le long de (E), du 
est difitrent de zéro ct nous devons écrire : 
d'u = 0. (44) 
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Nous obienons ainsi la relation cherchée qui, 
jointe à l’équation (40), détermine l'enveloppe de la 
famille de courbes considérée. Nous énoncerons donc : 

Pour obtenir l'équation de l'enveloppe d'une famille 
de courbes planes dépendant d'un paramètre u, il faut 
éliminer u entre l'équation donnée f = 0 et l'équa- 
tion fx — 0 obtenue en dérivant les deux membres 
de la première par rapport au parametre u. 

Afin de mieux comprendre les résultats importants 
que nous venons d’obtenir, nous allons les appliquer 


en considérant un cxemple. 


110. Exemple. 


Nous allons choisir une famille de courbes très 


simples, à savoir une famille de droites. Les droites ὦ 


d, dé 


Fig, 52 1} 04 


de cette famille seront définies de la façon suivante * 

Etant donnés un point É et une droite D, nous asso- 
cicrons à chaque point P de D la droile d passant 
par P οἱ perpendiculaire à PE (lig. 52). L'ensemble 


ὃ: 
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de ces droiles d est enveloppé par une courbe que 
nous nous proposons de délermincr. 

Prenons un système d’axes rectangulaires choisi 
de telle sorte que OX soit porté par D et que Εἰ soit 


situé sur ΟὟ (fig. 53). Désignons par 5. l'ordonnée 


de F el par u labscisse du point variable P. L’équa- 
tion de la droite d passant par P 651. de la forme : 


y = πὶ (ὦ — τὶ); 


d étant perpendiculaire à PF, les angles d PX et 
O EF P sonl égaux et le coefficient angulaire m est 
égal à la Langente de ce dernier angle : 


| OP 2 ut 
MOT ON TT DU 


L'’équalion d’une droite ἃ de la famille s’écrit donc : 
2 
Enr (x — u), 
ou encore, en chassant le dénominateur et en écrivanL 
tous les lermes dans le même membre : 
Aux —— py — δ" == 0. 

C’est là l'équation f = 0 de notre famille de droites. 
En dérivant par rapport au paramètre u, nous obtc- 
110}}5 : 


fé = 2% — Au τα Ὁ), 


De celte nouvelle relalion, nous tirons u — 
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valeur que nous porlons aans la précédente qui 


devient : 


: a 
— py— x = 0, 
c’est-à-dire : x = 2Dy. 


Nous retrouvons l’équalion bien connue de la 
parabole. L’enveloppe cherchée est donc la parabole 
de foyer F ei de tangente au sommet D. 

Ce résultat peut se mettre sous la forme plus imagée 
que voici : Le côté d’une équerre, dont le sommet 
décrit une droite et dont l’autre côté passe par un 
point fixe, reste constamment tangent à une parabole. 


111. Courbure d’une courbe plane (1). 


Soil une courbe Ὑ (lelitre grecque gamma) et deux 
points M et M’ de cette courbe. Mesurons l’arc As 
compris entre M et M” et l’angle ε formé par les nor- 
males en M et M’ (fig. 54). Le quotient 3 


€ 
Cm = Âs (45) 


est appelé courbure moyenne de y entre M ei M”. Notons 
que l’on peut aussi bien considérer € comme l'angle 
formé par les tangentes en M οἱ M’. 


(1) Nous recommandons à ceux de nos lecteurs qui ont 
&iudié Pour comprendre la Géométrie analytique à deux εἰ men. 
sions de comparer les résultats oblenus géomél: iquement ἃ la 
X.I° Leçon de cet ouvrage à ceux que nous oblenons ici ana- 
lyliquement. 


BEER. — Pour continuer le Calcul difiér. 16 
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On appelle courbure de Ὑ en M la limite du quotient 
que nous venons de définir lorsque Μ' tend vers M. 
Nous allons calculer cette limite. Remarquons tout 
d’abord que le point M est parfaitement déterminé 
lorsqu'on connaît l’arc s qui le sépare d’un point M, 
choisi arbitrairement comme origine sur y. Le point 


dy 


Fig, 54. Fig. 55 


M’ est de même parfaitement défini par la donnée de 
Parc s + As ; nous voyons ainsi que As peut être 
considéré comme l'accroissement de la variable 5 
lorsqu’on passe de M au point viosin M’. Cela dit, 
considérons l’angle €, appelé angle de contingence ; 
il est égal à la différence des angles α et α΄ que forment 
les tangenics en M et M’ avec l’axe OX. L’angle α 
dépend uniquement de M, donl la position sur y est 


déterminée, nous lPavons dit, par l’arc δ; cet angle 
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est donc une fonction de la variable s. Désignons par 
Δα la valeur algébrique de α΄ — «, c’est-à-dire l’ac- 
croissement de la fonction &@ correspondant à As : 
cel accroissement est positif ou négatif suivant que 


ἃ croît ou non avec 8, c’est-à-dire suivant que la courbe 


tourne à gauche ou à droite lorsqu'on la suit dans le 
sens des arcs croissants. L’angle de contingence est 
alors égal à la valeur absolue de Δα et la courbure 
en M s’exprime par : 


[im 2% 
CE im ἊΣ 


Mais cette limite n’est autre que la dérivée de la 
fonction α de la variable s, et ainsi :; 


ἱ 
- ds |’ (46) 
112. Expression analytique de la courbure. 


Au lieu de calculer directement la dérivée de « 
par rapport à s, nous allons introduire la variable 
auxiliaire x, abscisse de M, et exprimer les deux dif- 
lérentielles dœ et ἃ 5 à l’aide de dx. Si nous confondons 
l'arc infiniment petit MM’ avec une droite (fig. 55) 
le théorème de Pythagore nous donne : 


τ 2) dx? 
AN 


d’où, en désignant par y” la dérivée de y par rapport 
ἃ 2; : 


αἰ55 -- αἀχϑ + αὐ — 


ds = V/1 + νυ". ἀκ. (47) 
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D'auire part, nous pouvons écrire ; 
ds.sin αἱ — dy, 
ds.cos αὶ -- dx, 
ct, en divisant membre à membre : 


dy 
ρα = “dx 35 9" 


On obtient donc : 
α = arc lg y, 


et en prenant les différentielles des deux membres : 


" 


ἘΣ τὶ 
1 + y" 


Eu utilisant les formules (47) et (48), l’expression, 


da = dx. (18) 
(46) de la courbure de y en M devient : 


LEE 
πα εν, δε 


μ" 
ΤΕΥ 1 (ἢ 
113. Rayon de courbure. Centre de courbure, Cercle 

de courbure. 


Si la courbe Ὑ envisagée est un cercle, le calcul de 
la courbure se simpiific considérablement. En cflel, 
en désignant le rayon par R, nous pouvons écrire : 


As =kR.e, 


l'angle de contingence n’étani autre que l’angle au 
cenire correspondant à Pare As. Nous oblenons alors: 


dites ; PROC € 1| 
c = lin 


As Ἤν" 


Î 


dd OT ἃ. 5... 


ei. 2, # “δ᾽ ΣΝ τ 
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La courbure d’un cercle est donc conslante οἱ égale 


à l'inverse du rayon. 


Par analogie, on appellera rayon de courbure KR 


en un point M d’une courbe quelconque l'inverse de 
l'expression que nous avons obtenue pour la courbure, 
c'est-à-dire : 


ἥ (1 ΒΒ μ3}}} 
+ HET] . (50) 


1 

R = — 

C 

Le point C situé sur la normale, à la distance R de 


M el à l’intérieur de La concavité de la courbe cest 


Fig 56. Fig. 57. 


appelé centre de courbure (fig. 56). Le cercle de centre C 
et de rayon R ayant même courbure que la courbe 
envisagée, porte le nom de cercle de courbure en M. 

Le centre de courbure en un point M peut étre défini 
également comme la limille du point d’interseclion 
des normales en M el M lorsque M” tend vers M. 


Pour montrer cela de la façon la plus simple, nous 


fa 
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choisirons un système d’axces d’origine M et dont 
l'axe ΟὟ, porlé par la normale en M, scra dirigé vers 
l'intérieur de la concavité (fig. 57). Nous aurons 
donc en M, en ne considérant que le cas général où 
la dérivée seconde est différente de zéro : 


Lo ΞΞ Yo = 0, Yo = 0, Dot LU 


Dans ces conditions, la formule (50) devient : 


le centre de courbure C correspondant à M est situé sur 


1 
l’axe ΟὟ et ἃ pour ordonné FE 
0 


Envisageons maintenant un point voisin M’ de 
coordonnées x οἱ y ; la formule (39) du n° 107 nous 
donne l’équation de la normale en M° : 

X—zx+y (Y — y) = 0. 
L’ordonnée Y du point P où la normale en M” coupe 
l'axe ΟὟ, c’est-à-dire la normale en M, est obtenue 


en annulant X : 


x 
δ ἐν τὸ Mir 


Lorsque M” se rapproche de M, le premier terme 
du second membre tend vers zéro el le second vers 
une expression indéterminée. Pour lever celte indé- 
terminalion, nous appliquerons la règle de L’HôrPrrArz 
et remplacerons x et y’ par leurs dérivées respectives 


᾿ Ψν 


Ρ Δ ΙΝ Le . ἊΝ 
NT VON PE με αὐ Αἰ! Es γεν La ὦ π δ νον LUE. << Ph κ΄ Fr; + 3 è VERS. NUE A ++ ΕΚ 


+ ΒΡ = 
k , DR 
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1 et y’ qui tendent vers 1 el y. L'ordonnée Y «du 


1 
point P tend donc vers Ts nous voyons que l’inter- 
d'à 


seclion des deux normales admet bien comme limite 


le centre de courbure C. 


114. APPLICATION. — Ulilisons les formules que nous 


venons d’établir pour déterminer le centre de courbure 


5. ν ἱ 
Lie 


d’unc parabolïc en son sommel. L’équation de la para- 
bole de sommet O ct d’axe OY est : 


: δῶν Ja 


a = 2py. 


+ d 
κέ ds 
4 “sfés 


Le centre de courbure C, correspondant À O est situé 
sur l’axe ΟὟ, du côté des y positives. Pour dcleriminer 
sa position, sur cet axc, nous alions calculer le rayon 
de courbure R. L’équation de la parabole donne: 


Le d 

Dao p ? k 
d'où : ἢ ΞΞ Ξ et:, y” τε _ | 14 
Pour ὦ = 0, la formule (50) se réduit à : ἢ | 
He Ρ. Ἢ 


ΠΝ 


ΤΩ O. le rayon de courbure est égal au paramètre ἢ 
de Ia parabole ; le centre de courbure CG cest donc 
symétrique du sommet Ὁ par rapport au foyer F 
(fig. 59). ἡ 
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115. Lieu des centres de courbure d'une courbe plane. 


Nous avons vu qu'il étail possible d'associer un 
centre de courbure G à chaque point M d’une courbe y. 
Nous allons montrer ici comment, connaissant y, 


. on peut déterminer le lieu 1 (etire grecque gamma 


τὶς 


1 
! 
eue. 


»ῳ 


majuscule) de tous les centres de courbure GC attachés 
aux différents points de Y. 

Considérons dans ce but l’ensemble des normales 
à la courbe y; cet ensemble constilue une famille 
de droites dépendant d’un paramètre, l’abscisse x, 
par exemple, du point M en lequel chacune d'elles 
coupe la courbe. Or, nous avons vu au n° 113 que la 
limile du point dintersection de deux normales voi- 


sines n’était aulre que le centre de courbure. En nous 
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reportant à la seconde définilion des points caraclé- 
ristiques que nous avons donnée au n° 108, nous 
voyons alors que dans la famille des normales à une 
courbe Ὑ, le centre de courbure est le point caracté- 
ristique de la normale qui le porte. Dès lors, le lieu 
des centres de courbure de y n'est autre que l'enve- 
loppe de l'ensemble des normales à Ὑ (fig. 58). On 
donne à cette courbe le nom de développée de la 
courbe ‘. 

La formule (39) du n° 107 nous permet d’écrire 
immédiatement l’équation de la famille des normales 


ἃ γ: 
X — α τ (Y — y) = 0. 


Les coordonnées du point variable décrivant une 
droite de la famille sont X et Ÿ ; la fonction y qui 
caractérise la courbe Y est représentée par une expres- 
sion en x. Le premier membre de notre équation est 
donc une fonction f (X, Y, x) des deux variables X ct 
Y οἱ du paramètre x. L’équation obtenue en dérivant 
{ par rapport à x s’écril : 

fem —1 + y (y γῆ τεῦ; 


on en tire : 


1 + y" 
valeur que l’on porle dans la première équation, qui 
uunne : 
,1. y 
K mr ÿ —T— (52) 
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Connaïssant la courbe y et, par conséquent, l’ex- élevons alors les deux membres de la première rcla- ᾿-- 


i æ 


pression de la fonction y de x, on peut éliminer le tion au carré : 2418 
paramètre + entre les deux relations (51) et (52) et ΄ ᾿ ρα (Σ δ᾿ 
obtenir ainsi l'équation en Χ et Ὑ de là développée Τ᾿ ᾿ ; p° Ρ' ἢ 
Ces deux relations permettent également de calculer ) et remplaçons 2? par la valeur trouvée 5 ù 
les coordonnées X et Y d’un point caractéristique, ἐν - ES œ δι 
c’est-à-dire d’un centre de courbure, correspondant τὸς 27p Ἣν rl 
à une valeur donnée du paramètre x, | 1 | Nous obtenons aïnsi l’équation de la développée T 
3 de la parabole. Nous laisserons au lecteur le soin de 
116. Développée de la parabole. 4 || 
+ Υ ti 
Nous allons appliquer les résultats généraux que Ε΄; : 5 
nous venons d'obtenir à un cas parliculier, celui de la 4 KC | 
parabole. L’équatlion de y s'écrit alors : ᾿ | 1 
a? = 2py. 1 
Nous avons déjà calculé au n° 114 les deux dérivées { | ù ) 
"δὲν δία LA AE), sul Εν | Co \ 
y p? p | 
ΟΝ] Ε ,ὦ 
Les équations (51) el (52) deviennent donc : M Ρ 
x? \ 13 ν c + Ἢ 
ῃ Χιχ- ---ρ ( RE 1" à τ | 0 χ #4 
pay P : 
À > 3 2° Fig. 59. | 
F J Ε | faire l'étude de celte courbe du 3° degré. En prenant 
Afin d'éliminer le paramètre x, nous lirerons de Y comme variable indépendante, on voit facilement 
cette dernière relalion : E | qu’elle se compose de deux branches paraboliques 
2p Ἵ symétriques par rapport à ΟὟ et qu’elle présente un 
(ED); 1 


point de rebroussement C, (fig. 59). Ce dernier point 


"τὴν 
ὧν δ} 
-᾿ Tr Es 


Je WT, à ἰ μ h 4 - ἱψ ; à ἴω. : ai . Ν s ἴω. ᾽ 
αὐλόν. ἐν κτλ, ἐν γος nie = ως τ δ A ει En De ST NE 
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h’est autre que le centre de courbure correspondant 


à l’origine, que nous avons déjà déterminé au n° 114, 


117. Développée et développantes. 


Revenons au cas général où y est une courbe quel- 
conque et exprimons que le rayon de courbure KR en 
un point M (x, y) de y est égal à la distance de M au 
centre de courbure C (X, YŸ) correspondant situé 
sur la développée 1᾿ (fig. 58). Nous écrivons : 

De CR) ΟΥ̓ τευ) 
et, en différentiant les deux membres : 
2R AR = 2 (Χ — x) (dX — dx) + 2 ΑἋ — y) (AY —- dy), 


rclalion qui peut encore s’écrire : 


RdR = (X—2) 4X + (ἃ — y) αὐ —[(X — αὐ dx + (Υ — y) dy] 


En utilisant les formules (51) et (52), nous pouvons 


metlre l’expression entre crochets sous la forme sui- 


vante : 
11 μ΄ 1+y* 
(Χ -- à) dx + (ἃ — y)dy = y ΠΣ ας τσ τς dy 
1 1 


-- -- τ-- — dx). 
y” (dy — y. dx) 


Mais on ἃ par définition : dy = y’.dx, et ai si: 
(Χ — x) dx + (Υ — y) dy = 0. 
Notre relation se réduit donc à : 


RAR = (X — x) dX - (X — y) dY, 


APPLICATIONS À LA GÉOMÉTRIE PLANE 2, 


Les expressions X — æ el Y — y sont les projections 
de MC sur les axes OX et OY ; de même, dX el d'Y 
représentent les projections sur ces axes d’un arc 
élémentaire dS de la développée F. Si nous désignons 
par u l’angle que forme la droite MG avec l’axe OX, 
nous pouvons écrire : 

X —zx=æR cos u, Y —y= R sin ἃ, 
et d'autre part, la direction de MC étant celle de la 
taugente à ἘΠ: 
dX = dS.cos u, dY = dS.sin u. 
Dès lors, notre relation s’écrit : 
RdR = KR cos u dS + KR sin? u dS 
= ἢ 5, 
d’où : dR = α5. (53) 


Cetle relation différentielle est importante. Ælle 


nous monlre que la longueur de l'arc élémentaire dS 


compris entre (ἱ οἱ C’est égale à la différence des rayons de 
courbure voisins MG et M'C'. La relation (53) peut 
d’ailleurs s'intégrer ; en désignant par BR Je rayon 
de courbure correspondant au point GC choisi comme 
origine des arcs sur [', nous oblenons : 

R—R, -Ξ- 5, 
ou encore : 

R = Ro +S. 

Le rayon de courbure R est égal à la somme de R, 

et de l'arc S compris entre GC, et Ὁ, 


Ἷ À = ΑΜ - 
} . ww 
Ne CV. ER ch à 


»Ὦ 


{ 
LA 
= 


+ bi 
Ν ῥο τί Ὁ, 
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Ce résultat peut s’énoncer cucore sous la forme 
suivante : Si nous développons une ficelle préalable- 
ment appliquée sur 1", l'extrémité du brin ainsi déroulé 
décrit la courbe Y. 

C’est pour cette raison que l’on donne au lieu F 
des centres de courbure le nom de développée de la 
courbe y. C’est en cficlt la courbe qui, lorsqu'on 
la développe comme nous venons de l’expliquer, 
engendre la courbe Y. On dit au contraire que y 
est une développante de ['. Nous disons une déve- 
loppante car, alors que Y n’admet qu’une seule 
développée [", celte dcrnière admet au contraire une 
infinité de développantes, le brin servant à décrire 
la développante pouvant être choisi plus ou moins 
long. 

Toutes les développantes obtenues admetltent 
mêmes normales --- les tangentes à l'—et deux d’entro 
elles y et γ΄ (fig. 58) interceptent une longueur cons- 
tante sur ces normales. On dit de ces différentes 
développantes qu’elles constituent des courbes paral- 
lèles. 

Nous n’irons pas plus avant dans l’élude de ces 
problèmes de Géométrie infinitésimale. Notre but, 
en abordant en fin de volume ces queslions très inté- 
ressanies mais assez difficiles, étail de montrer une 
application importante du Calcul différentiel au lec- 


teur qui en a bien compris le mécanisme. Cette dernière 


AMP AN PIE ΠΣ Ύ 
D SU. 
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Leçon ne constitue donc qu’une inilialion à une 
branche extrêmement étendue des Mathématiques. 
Nous souhaitons vivement qu’elle permette à notre 
lecteur d'aborder aisément l’étude d'ouvrages plus 
complelse 


“ΣΝ Le 
st get: - NT ι΄ .᾿ + ὺ “ "ἂν LT AU L fe AT 
ne lg Age ef gt : DU NES OEN < APS 0 7: 


PAT 
ΕΣ 


Sas 5 © 


di 


À ἀν "᾿, | ju γ᾽ nt LORS 
FORMULES UTILES 
PRINCIPALES FONCTIONS 
" ET LEURS DÉRIVÉES 
y = constante “Ξε 0 
y Ξε αχ y τα 
U = ἢν μ᾽ -Ξ-ὦ m.xm —1 
. 1 
= À y' Ἐπ ——— 
y=V HUE 
à NE , 1 | 
DEA "58 ΠΕΣ 
1 55.600 y τῷ οἱ 
y = αἴ y = ut. La vu y = 
ENT | 
ù Î 
| y = log,x y La 959 
1) -ϑύϑιῖν L y = cos ἃ; 
y = οὐδ y" = — Sin ὦ 
- - ᾿ 1 
lue ts " — co 
: ᾿ Ι 
᾿ y = Colg α VS ten. 


αἵ 


1024 € 


ᾧ 
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———— (signe de cos y) 
* YA Ξ ἘΝ x? 


+ 1 


y = arc sin αὶ 


πῃ. 


0 | y = arc cos x aies me (signe de — sin y) 
4 ' .“-- «ἃ 
ν. 7) 1 
ἯΙ ᾿ = ατοὶρ ἃ Ἐπ πεῖς τος 
ς ὅδε F ] 
Σ- τ y = arc colg αὶ = —— ν᾿ 
| y 8 y Je 
Ὗς 
A Ὶ ex = κα ο Ὁ ͵ 
ΡΝ OT y —"sh x — 9 y =chzx 
4 ΜᾺ 
., ex + ρο- ἢ - 
Ὑ DCE ee τσ y —=shx 
u RCE 10 1 ὌΝ. 
= LL --  ο------- ἢ), = —_— 14 
" ἱ er Her ' ch? x 3 δ 
ΟἾΣΘ τῇ Î # 


7 ἘΞ COL = ---- --- οἱ Ξ---.-...--- -- 
" ἀὐ ΡΘΕ 1 sh? x 


Dérivée d’une sonune. 
y = U + bp + w y = UD Et" 
Dérivée d'un produit. 
D MLD y = u’v + uv' 
Dérivée d'un quotient. 


u , πΧΠν-- uv 
= ------- - — 
y k y "" . 
4 Dérivée d’une jonclion de fonction. 
M RE 
4 y (u) avec εἰ (x) 
Ἂ La La LA ÿ, 
Ua ΞΜ απ. τῳ. 3 


BEER. — Pour continuer le Calcul difïér. 
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Dérivées de fonctions inverses. 
Soit y', la dérivée de la fonction y de x ; la dérivée 
de la fonction inverse + de y s’écrit : 
1 


x y = η΄. 


SÉRIE DE MAC-LAURIN 
x ΠΝ LS 
y = Yo + Ἱ 8. = TA ΤΙ. El y, τ νέειν 


SÉRIE DE TAYLOR 


Ϊ h° ὰ 
[απ ὦ Ἐτ + πῃ ὦ Ἐπ, @ +. 


Ὶ 
D | à -" 


πὶ (m —1 194 
+ c'e “ins À am—? pa ναι À bn, 
LL: (πὶ entier posilif). 


FORMULES UTILES 


DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE 
2 νῷ 
ἜΗΝ =. Ἢ E 4 a 


ST dE 3] ΠΝ 41 ERA 
Bu. xl (x L a}? (x L a)* 
de. ᾿ = ex La = - - ---------οο. = 
2, ét CULTURE 
Dix | \ “ἢ χῦ Ti 
; νὴ sin Ζ = i 3] FE gp te 
COS α l 


sh x 


ch x 


ΩΝ 1 4 
| ds LS me {— x. 2 — 28 Eat 2 LE (1) τ᾿ Ν᾽ 
LR 1 


ΓΞ. == “+ ΜΝ" - ἊΣ Ἔ τὴν + Le Fr x° + … (1) 


À “RME x ΤᾺ 
\ LA +zx) = EE ne TC ET ed cb bn CL) 
2 


Ἢ τὴ he 
je (A + x)" = 1 + τ πὶ 1 DEL (m— 1) 
ὃ 8 


ΣΙ: ἘΓ mm (m — 1) (πὶ --- 2) + () 


lormule généralisée du binôme de Newton. 


m(m —1) 


ΠῚ 
nb) ea? FE ΤΕ αἴλ br Fire. δ PEN 


Formule du binôme de Newton. 


0 > 4 | Ft 
τς (4 bn = am ZE DE LAN b 


(1) Ces développ:ments ἢ. sont valables que si[x| <1 
ἠ 


Ἵ πα Ti Eu 
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EXPRESSIONS INDÉTERMINÉES 


Règle de l'Hôpital. 


AU CHR 
4 g (x) 


Lorsque, pour z = a, ona: f(a) Ξ 0, g(a) = 0, 


la vraie valeur de y est : 


_ 1 Q@ 
y (a) 4 g' (a) - 
Lorsque: f(a) = f’ (a) = … = fim—1) (a) = 0, 
je (a) 0, 


g (a) = σ' (αὐ -Ξ ... = gai (a) = 0, 
ge (a) 0, 


la vraie valeur de y est : 
(a) = 0, 81]. π’» Π, 
(D Ξε ὦ, 81: πὶι- Π, 


for) (a) 


DUO) τ Ὁ CSL τοῖς 


Vraies valeurs de certaines expressions. 


ὃ sin Æ 

JOUE © = --- 1, 

Pot . κι 

Pour ἃ = 0, x.Lai τῷ 0, 
Læ 

Pour] ἃ = οὐ, PE 0. 
et 

2 DL πὶ a PIE 

Pour αι = ©, an CG © 
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FONCTIONS D’UNE VARIABLE 
Fonction stationnaire. 
y m0, y"<O0: maximum, 
y πὸ, y”>0: minimum, 
y = 0, y" — 0 (avec y” 0): point d’inflexion. 
Lorsque ἢ’ τ y = η΄ τῷ... τὸ yo), -- ὁ 
οἱ 1) ΞΟ, on ἃ: 
maximum οἱ nest pair οἱ yo) < 0, 
minimum si nest pair et y > 0, 
point d'inflexion si πὶ esl impair. 
Concavité, points d’inflexion. 
y" << 0 : concavité vers 105 y négatives, 
y" > 0 : concavité vers les y posilives, 
y" = 0 (avec μ΄} 75 0) : point d’inflexion. 


Borsque”Cytt= gt=d.  yr = Ὁ 
el y() :£ 0, on ἃ: 


concavilé vers les y nég, si n pair el y" < 0, 
concavité vers les y pos. si n pair et y” > 0, 
point d’inflexion si nest impair. 


Fonctions sous forme paramétrique. 
x =f(@, κυ = 96, 
y‘ 


ΠῚ ᾿ 
Π ἊΣ = TR s 


L { 
yet =0, αἰ ΞΕ, y <O0: maximum 
yt=0, 21% 0, y > 0: minimum 
Fonctions implicites. 
[ (x, y) = 0, 
[« 


H ΤΑ ἢ 


ΓῚ 


à νύ 
[ 


“ : f 4 

4 4 0 : vx » # 

ι ? , an 4 * 3 δ Fr À À 
΄ EP? re “ « τ 
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«εἴ " ( an 
4, Α “ ώ #5! γ δ. d ! art » ” 
Le ' . “Μ᾿. 


“Ὁ 
ι 


4 
#2 
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COURBES PLANES 


FONCTIONS DE DEUX VARIABLES 
Tangente en M (x, y). 


z = f(x, y). ef 


Y—y=y (X -- x). 


Dérivées partielles premières : 


0Z ΟΖ 


---- ὀὠ 


2x” o0ÿ 


Normale en M (x, y). 


X -— x + ν' ἃ — y) = 0. 


Dérivées partielles secondes : 


Rayon de courbure. 


a+ y 


un PA ME 


Développée. 


Ν᾽ (Licu des centres de courbure ou enveloppe des nor- 
La différentielle Ya 


" dz -: A (x, y) dx, τ Β (x, y) 47 


males). 


Ἐν" 
y" ’ 


X=2—7y 


est une différentielle totale si : 


Y=y + 


ΕΝ Enveloppe d'une famille de courbes, 


Différentielle totale seconde : | 


dz z oz γι 
πήγε δε ΟΣ ΚΟ τς ἘΝῚ, ee | 7,8) Courbe : 1 (x, y, u) = 0. 
d?z χὰ AT +200 UT ιβ ‘y ) 
- _ Envelonpe : Eliminer τὰ entre 
Maxima et minima. CR ΣΤ 2 δ ΣΡ = 0. 
Lorsque : | 
22 ὉΖ ( δ. ΡῈ: Pr 92e 2) 
ΕΣ τον pret Vox y 22 ὦ un ΩΝ É 


οὗ | << 0, on a un MAXIMUM, 


et : 7 « STE 
ὍΣ { > 0, on a un minimum. 


e Ë 
ἥν τ 
à UT 
, rt PES 
ΝΑ "1 ᾿ εἶ ᾿ Le: 


_ TABLE DES MATIÈRES 


Me Préface deb MorEux. de, Man Ra Lou MNT 


ἐξ] | 

LT Ë . ν᾽ 
οτος ῬΒΕΜΙΗΣΒΕῈ LEçoN : Dérivation des fonctions 
__ algébriques. 


Rappel de notions élémentaires ,......... 
Diérivée de fe (AR RES NL, CI EN 
. Dérivée de y = {αὖ + δὰ τ 2 
Dérivée de y -- 
Dérivée de y = (at + 2x - - 5) («3 -- (κ + 15). 


Dérivée dep ἂν αι LR. λων 


À DAT 
Dérivée de y Re NN et PDU UE à SE AU 
αὖ 
(81 --- 1)8 
(ax + b}n 
τὶν : | Ι τὸ ————-- s ὦ als "nie 0e n α΄ ὧν εἰ ὐθω es ns ὁ ὁ 
, Dèrivée de y (x à ᾧδ᾽ 
æ Va + 2 
ΤΣ κου νἀ Ων ΜΌΝ, Υ̓ΤῈΣ 
Dérivée d’une racine .... Te DNA, 


Dérivée de y — Ÿ/ (x + 1} 
Dérivée de y = x (ἢ — 1). γα —2 9)? 


ι 
Set ès 


Dérivée de y — 


Dérivée de y = 


. Dérivée de ἢ 


de y 


240 


16. 


17. 


DEUXIÈME LEÇON 


TABLE DES MATIÈRES 
me 
Dérivée ER EL À RE 4 LORS 
a— x 
x —N\/22 11 Ὁ xè - 1 
Dérivée de y _ τ-νς LEE -- Εν τε 


Dérivation des fonctions 


transcendantes. 
18. Fonctions transcendantes ,..,... ss... 
19. Fonctions cxponentielles. ,.........,... ἀκ κι PE 
20. Fonction y = οὐ, Le nombre e οἵ les logarithmes 
HOPÉTIONS MRC  ΨΨΝ, δ ας; 27e δ A DAS à 
21. Dérivées des fonctions cxponenticiles ........... 
A2 El ΠΟ ΟΠ ΘΟ ἘΠ ΠΟΥ. 2. RER aie 
23. I‘onctions trigonométriques et fonctions inverses. 
A4) Déritéeticar 0 "OCR Ten. CHU Fe ἐν 
loga : 
25. Dérivée de y — —— Pre Lt FAR ἢ 
26. Dérivéc de y = (1 + sin x) tgxr..... ee ΕΓ 
1 
27. D'érivéc dey =L | LOL LRU ALL DR 
cos x 
28 Dérivée de y = 1, (x À- /1 | 2 ) AL PUR HS 
2 Ι---α 
29. Dérivéc de y = arc ἐξ ————.,.,,., RARE. LE. 
1 + x 
30. Dérivée de y τὸ L W/1gx .. ........... PO 
31MDérivéc'de y = ct. (sin t, "cos tt... 
32. Dérivée de y — (1 + 2°), aarctgzr ......... ἘΠῚ: 
33% Dérivéce de y = x arctg zx — ἰ, V1 ΑΝ, 
cos x 
31. Dérivée de y = “-ξεεε----- ος, 
Va sinñ æ |. bcos? x 
3: Fonctions hyperboliques.,,.,,....., «D: Mes 
36 Dérivées logarithmiques........,.,..... lue ee 
37, Application au calcul des approximations ....... 


Autre exemple nés dé.t eds 


on dèirs sde es 


16 


TABLE DES MATIÈRES 


TROISIÈME ΒΈΚΟΝ : Etudes de fonctions et cons- 
tructions de courbes Maxima et minima. 


Asymptotes. 
39. Rappel de quelques connaissances élémentaires... 
40. Etude de la fonction y = Ex V: + = avec a7> 0 
L 
41. Etude de la fonction y = Ex τς ave  α»0 
x ---- 2 
42. Etude de la fonction y = ————,.... ET NME LAS 
τία--- Π) 
, x \V x +2 
43. Etude de la fonction y = € — M PO ERA 
(Σ — 1,2 
14. Etude de la fonction y = Æ x Vi re τοις ὡκ δ 
ASS 
45. Etude de la fonction y = Bob seine ἘΣ 


51. 


"242 


. Détermination de la seconde asymptote de Ja 


courbe précédente... 


Autre méthode pour Ja détermination de lasymp- 
ÉCOLOS. ME tte . 


. Etude de la fonction y = ΞΕ 4/x (x--1)........ 


Branchiés paraboliques em νιν νιν κι νκννννν το 


Application du caleul des maxima et minima d’une 
fonclion 


QATRIÈME LEÇON : Etudes de fonctions et cons- 
tructions de courbes. Points d’inflexion. 


52. 


. Etude de Ja fonction y = + -Ξ 2 VER M 


Etude de la fonction y = αϑ 


. Points d’inflexion, ...... S'en ARTE AR .. 
. Détermination des points d’inflexion. ......... .. 
. Etude de ja fonction y = αϑ — ‘22...,.... rs ἐατο 


4 


241 


86 
S7 
‘10 
O1 


υά 


ΜῊ 


242 TABLE DES MATIÈRES 


12 x 
(x — 2) 
98. Itude de la fonction y — x (x — 4) V — 2)... 
99. Détermination d’une fonction du troisième degré. 


57. Itude de la fonction y 


+ te. 8. 


1 + cos 
60. Etude de la fonction y = ἘΞ RE 
1 —- cos 5 
61. Etude de la fonction y = (1 - sin x) tg x ...... 
62. Itude de la fonction y τῷ y ms CRT 1x SE 1 
63. Représentation paramétrique d’un: courbe, Eiude 
CIN Οὐ ΟΙ ΠΟΤ MX. de RP ENT ΙΝ. τ LEE 
64 Application à l’Op'ique du calcul des maxima et 
ŒCSÉINRININIAE NEPAL lee, sente TR DIRE 
65. Application à Ja Balistique ............,,...... 


CINQUIÈME LEGçox : Applications des formules de 
Mac-Laurin et de Taylor. 


66 ormuic de”Maic-Iauinmenn Met JE. AR" SL 
67 Ixlension de ja formule du binôme de Newton... 
6S. Application au ealeul approshé d’une racine... ... 
69. Développement en série des fonclions transcen- 


ŒADICS LAS due She cite le ue Me ai. Neon ste 
70 Application numérique. ..... PANNE 2 RE AUS 
ὙΠ Οὐ Εν ἐ 
72. Formes indéterminées et vraies valeurs. ,,.,...... 
73. Règle de l'Hôpital .....s...s...o.e So CETTE 
ΤΙ ΧΟΡΟΣ Νὰ tree RARES ER. 1 D 
75 Autres Lypes d’indéterminaEion. os moe sons 
76 Application de la formule de Taylor à l'étude des 

fonctions et des courbrs....,..,.., RAR οὐ ὁ 


71; Dérivée première nulle. Fonction stationnaire... 


78. 2xemples οἶν se es voue ον τὰ he nono use 
79. Tangente à une courbe. Sens de la concavité et 
points d’inflexion......... ὙΠΕΡ de le . 


δ0. Courbcstosculatrices: ὁ το ον το τὸ 00 610 51 ms lo νυ 


07 


100 
10 ; 


105 
109 
113 


119 


123 
120 


129 
12 


131 


132 
134 
135 
136 
133 
140 
144 


146 
149 
152 


154 
157 


FABLE DES MATIÈRES 243 


SiXIÈME LEGoN : Fonctions de plusieurs variables. 


81. L'onclions de deux variables ................... 161 
2. Représentation géométrique des fonctions de deux 
D ARADIC Re Le MER SE tite > is fi οἱ 163 
83. Dérivées pailiclles d’une fonetion de deux variables 
ἐπ πο δον, 5 δε τι δον do ποῦ στ De 104 
ΕΑ SCMDIC eee, . RE Re Re éco teens Pts 166 


85. Nolations utilisées pour les dérivées parliclles ... 107 
86. Dérivées parliclles de z = αὐ + Παχῖ + 3 dx y? 


+ αϑ y... 6» +: CR θοῦ. 9. ὃ» ες 169 
L 

#7. Dérivées particlles de 2 — ΣΙ EU ES «ὦ 1.0 
88. Dérivées particlles de z = 24 — Aaÿy | δα + 

Says -- y4. Dérivécs partielles secondes ME. sa d'40 
89. Dérivés partielles de r = ψία + y 1 2...... : 178 
90 Potentiel et attraction newloniens.............. 173 
ut. Equation de Laplace........... QT AMVAETES M NE CIS 
92, Différenlielle totalc..... orne CRE ἀν δὲ 176 


93. Interprélation géométrique des dérivées partielles 
οἱ de Ja différentielle Lotale d’une fonction de 


deux variables...... PROMO ER Lan {ΜΠ Κις RS 78 
94. Différentielle totale de z — ᾿ ΕΣ AT 18 


95. Diliérentielle Lotale el différentielle quelconque... 184 
06. Application à la Mécanique : Travail. Konclion de 


Τυϊυῦ, Re" 20 Re 2 RM CO LUE À QAR ἔς Re 186 
97. Application à la ‘fhermodynamique : Formule de 
DADONTON. ΝΥ ΝΕ ΣΕΥ ῊΣ 188 


SEPTIÈME LEGON : Maxima et minima des fonc- 
tions de deux variables, 


98. Dillérenticlle Lotale seconde... ss... ΒΕ Ν 193 

99 Dérivées partielles premières nulles. Fonction sta. 
MONITOR τας 0 M ER PEL ul de ΤΥ 114 

Mc in CT ONLINE TR ARE US ΒΝ 00 


101. Etude de lu fonction χα = Da? +4 day | y | 22 Gy. 198 


(244 TABLE DES MATIÈRES 


102. Application à l’étude des paraboloïdes .......... 200 
103. Etude de la fonction z = x° + a? + 4xy + 27° .. 201 


104 Application aux triangles inscrits............... 202 
105. Application à l’étude des fonctions implicites..... 205 
TOC MEMENNIC ALES ASIN AURONT “er: 0207 


HUuITIÈME Leçon : Applications à la Géométrie 
plane. Enveloppes. Courbure. 


107. ‘l'angente et normale à une courbe............. 208 


108. Famille de courbes planes :........,....,,.. ss. 1209 
109. Détérmination de l'enveloppe d’une famille de 
COUrTDCSMpIANES τ en ee ὅν οἶνος à fr 
110% ÆExXCMPICI…. - ἐπ re. ἘΠ St A A ἐξ sn 10219 
111. Courbure d’une courbe plane..............esses 215 
112. Expression analylique de la courbure ....,......, 217 
113. Rayon de courbure. Centre de courbure. Cercle de 
COUTDUrC . "te. so ne et me res ARE ER À 
L'idee ADDLICATIQNS τ πὸ REA RS RIRE LES 221 
115. Licu des centres de courbuze d’une courbe plane.. 222 
116, D'éveloppéérde ΡΟ ΠΣ Re T LEURS 224 
117. Développéc ct développantes .... os... es... 220 


Formules utiles. 


Principales fonctions et leurs dérivées .....,...,.. 1 230 
Série; de Mac-Laurin οὗ de L'aylor...,........,....., 232 
ΠΟΙ DPENICNES CLIS ÉDIC ER SRE ARE a en 235 
Exp'essions indéterminées. Règle de L’Hôpital........ 234 
HOMMIONS Um VAIMDICA ME X A1 MORE Liu oi 239 
Ponglionmdletioux VArAtDICS 200 PR ER. RS 236 
CoMesiprancse HART Le PE PRIS «+ 237 


31-3-53 


ÉVREUX. —— IJIMPRIMÉRIE HENRI DÉVÉ, 
DÉLVÔT LÉGAL : 29 TRIMESTRE 1953 
N° DE L'ÉDITEUR : 422 


N° DE L'IMPRIMEUR : 157 


5 Sn 
, =— -- πος -- = 
— Te “- τ τὰ - is 
mr ας ν 


Ξ + - φ- _— 


